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Vorwort. 



Es ist eine allgemein anerkannte Thatsache, dass eine 
Reform des geometrischen Unterrichts an den höheren Schuleü 
unbedingt noth wendig geworden ist; und dass namentlich dem 
Unterrichte auf dieser Stufe nicht länger die wichtigsten Be- 
griffe und Lehrsätze der Geometrie der Lage vorenthalten 
werden können. Bei der im vergangenen Jahre zu Stuttgart 
abgehaltenen Versammlung deutscher Philologen und Schul- 
männer fand dieses Reformbedürfniss beredten Ausdruck ^ und 
wurde besonders darauf hingewiesen, dass sich vorzugsweise 
bei dem Unterrichte in der darstellenden Geometrie die Ein- 
führung in die GrundbegriflFe der neuem Geometrie am leich- 
testen bewerkstelligen Hesse. Dem gleichen Gedanken ver- 
dankt das vorliegende Werkchen seine Entstehung. Es ist 
ein Versuch, den Unterricht in der darstellenden Geometrie 
an der Mittelschule auf ein^r wissenschaftlicheren Basis auf- 
zubauen, und den mathematisch -geometrischen Theil dieser 
Disciplin gegen den bisher mehr bevorzugten technisch-con- 
structiven Theil in den Vordergrund zu stellen. 

Nach einer kurzen Einleitung, in welcher die wichtig- 
sten BegrijBfe der neuern Geometrie erläutert werden, folgt 
die Untersuchung der Darstellungsmethoden der geometrischen 
Elemente und Grundgebilde, die Behandlung der Aufgaben 
über die wechselseitige Bestimmung derselben und über die 
Grössenbestimmung der durch die geometrischen Elemente 
gebildeten Raumgrössen, sowohl in der Orthogonal- als in der 
Gentralpr oj ection . 

Der -Behandlung der Methoden der Orthogonalproj ection 
erscheint bereits vom Anfang an ein aus drei auf einander 
senkrechten Ebenen bestehendes Projectionssystem zu Grande 
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VI 

gelegt^ was mir, trotz der anfanglich grossem Schwierigkeit, 
deshalb zweckmässig erschien, weil durch die Untersuchung 
dieses Projectionssystems, seiner Halbirungsebenen und Hal- 
birungsgeraden, seiner Richtungen und Stellungen gleicher 
Neigung und der Beziehungen zur Zeichnungsebene eine Fülle 
passenden Uebungsmaterials geboten wird^ das, zweckmässig 
verwendet, dem Schüler bald zu einer verhältnissmässig sichern 
Raumanschauung verhelfen wird. 

r Der ganzen Anordnung, mit Ausnahme der die Bestim- 
mung der Maassgrössen behandelnden Theile, liegt die aus- 
gedehnteste Anwendung des Princips der Dualität zu Grunde. 
Dasselbe kommt auch bei der ebenen' Darstellung der sich im 
Räume dual entsprechenden Elemente und Gebilde zur voll- 
ständigen Geltung, indem der Reciprocität von Punkten und 
Ebenen im Räume die Reciprocität von Ptmkten und Ge- 
raden in der Zeichnungsebene substituirt erscheint. Diese 
Behandlungsart ist vorzugsweise geeignet, dem Schüler die 
fundamentale Wichtigkeit dieses Princips im ganzen Gebiete 
der Lagengeometrie zu veranschaulichen, und bietet anderer- 
seits den unleugbaren pädagogischen Yortheil, dass, bei der 
Behandlung solcher zusammengehöriger Sätze und Aufgaben, 
in der Aufsuchung des dualistisch Entsprechenden die Selbst- 
thätigkeit des Schülers ein mächtiges Anregungsmittel gewinnt. 

Eine nothwendige Folge dieser Anordnung des Stoffes 
ist die völlige Gleichstellung der Projectionen und Spuren 
als Darstellungsmittel geometrischer Elemente und Gebilde; 
wie denn Punkte nur durch ihre Projectionen, Ebenen nur 
durch ihre Spuren darstellbar sind, während Gerade in glei- 
cher Weise durch ihre Projectionen, wie durch ihre Spuren 
bestimmt erscheinen. 

Die Betrachtung der Darstellungsweisen der Punktreihe, 
des Ebenen- und Strahlenbüschels führt zu dem Begriffe der 
Projectivität dieser Gebilde, während die Untersuchung der 
durch die Projectionen eines ebenen Systems und durch die 
Spuren eines Strahlenbündels gebildeten Systeme in der Zeich- 
nungsebene . zur Feststellung der Begriffe der CoUineation, 
Affinität und Aehnlichkeit ebener Systeme führt. Hierbei 
leitet die einfache reciproke Uebertragung der Affinitätsaxen 
zwischen den Projectionen eines ebenen Systems zur Auf- 



Digitized by VjOOQIC 



VII 

findung der CollineatioQScentren zwischen den Spurensjstemen 
eines Strahlenbündels ^ welche für die Darstellung desselben 
die gleiche Wichtigkeit besitzen ^ wie die ersteren für die Dar- 
stellung des ebenen Systems. 

Die Aufgaben über die wechselseitige Bestimmung der 
geometrischen Elemente und Grundgebilde werden in dua- 
listischer Anordnung^ in Uebereinstimmung mit den in der 
Einleitung gegebenen entsprechenden Lehrsätzen der Lagen- 
geometrie behandelt; wobei sich wieder manche nicht un- 
interessante Kleinigkeit durch die reciproke Uebertragung 
bekannter Aufgaben ergibt. 

Sollte dieser Versuch einige Freunde gewinnen und sich 
nicht als verfehlt erweisen ^ so gedenke ich in einem zweiten 
Theile in gleicher Anordnung die Gebilde in der Punktreihe^ 
dem Ebenen- und Strahlenbüschel (harmonische Punkte Aß.), 
die eckigen Figuren in der Ebene und im Strahlenbündel, 
die Polyeder, sowie die Curven, Kegel und Flächen zweiter 
Ordnung zu behandeln, was nach meiner Ansicht das Pensum 
der höheren Schulen erschöpfen dürfte. 

Mit dem Wunsche, einen brauchbaren Beitrag 'zur noth- 
wendigen Reform des geometrischen Unterrichts geliefert zu 
haben, übergebe ich das Werkchen der Oeffentlichkeit. 

Fiume, im März 1877. 



Der Verfasser. 
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Einleitung und Vorbfegriffe. 

§. 1. Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist die 
Abbildung der geometrischen Raumformen in einer Ebene, 
und zwar in solcher Weise, dass jeder bestimmten Raumform 
nur eine bestimmte ebene Abbildung entspricht, und umge- 
kehrt aus der graphischen Darstellung in der Ebene die 
Grossen und Lagenverhältnisse der dargestellten Raumform 
Vollkommen bestimmt erscheinen. Die darstellende Geometrie 
ist so einerseits ein unentbehrliches Hilfsmittel für den Tech- 
niker zur graphischen Darstellung der in seinen Fächern vor- 
kommenden räumlichen Objecte; andererseits dient sie als 
Unterstützung und Ausgangspunkt für die höheren geome- 
trischen Studien, da ihre Methode ein klares Verständniss der 
Aufgaben der Raumgeometrie, der einzelnen Raumformen und 
ihrer gegenseitigen Beziehungen vermittelt. 

§. 2. Bevor wir daran gehen können , die Methoden zu 
erläutern, durch welche die darstellende Geometrie ihrer Auf- 
gabe nachkommt, ist es nothwendig, einige Begriffe und Lehr- 
sätze der Geometrie der Lage voranzuschicken, von welchen 
im Folgenden häufig Gebrauch gemacht wird. 

Die geometrischen Elemente , aus welchen [durch Rei- 
hung oder Bewegung alle Raumformen erzeugt gedacht wer- 
den können, sind: der Punkt, die Ebene und die Gerade. 
Durch zwei oder mehrere dieser Elemente wird die Lage 
eines neuen geometrischen Elementes bestimmt, und zwar 



la. Durch zwei Punkte a 
und h ist eine Gerade « be- 
stimmt, welche durch die bei- 
den Punkte geht. 

2 a. Z)yei Gerade a und ß, 
die einen Punkt a gemeinsam 
haben, bestimmen auch eine 
Ebene J., in welcher sie liegen. 



Ib. Durch zwei Ebenen A 
und B ist eine Gerade a be- 
stimmt, in welcher sich die 
beiden Ebenisn schneiden. 

2 b. Zwei Gerade a und j8, 
die in einer Ebene liegen, be- 
stimmen auch einen Punkt a, 
in welchem sie sich schneiden 



Kl ekler, darstell. Geometrie. 1 
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Einleitung und Vorbegriffe. 



§. 3. 



3 a. Durch eine Gerade a 
und einen ausserhalb derselben 
befindlichen Punkt a ist eine 
Ebene A bestimmt, welche den 
Punkt mit der Geraden verbin- 
det. 

4 a. Durch drei Punkte a, 
6 und c, welche nicht in einer 
Geraden liegen, ist eine Ebene 
A bestimmt; welche durch die 
drei Punkte geht 



3 b. Durch eine Gerade a 
und eine nicht durch sie gehende 
Ebene A ist ein Punkt a be- 
stimmt, in welchem die Ge- 
rade und die Ebene sich schnei- 
den. 

4b. Durch drei Ebenen Aj 
B und Cy welche nicht durch 
eine Gerade gehen, ist ein Punkt 
a bestimmt; in welchem sich 
die drei Ebenen schneiden. 



Hier zeigt sich schon, wie bei allen Lehrsätzen der Geo- 
metrie der Lage ein gewisses Gesetz der Reciprocität oder 
Dualität; nach welchem im Räume der Punkt und die Ebene 
einander gegenüberstehen (reciproke Begriflfe sind); so dass 
sich aus einem geometrischen Lehrsatze sogleich ein anderer 
ergibt, wenn man in demselben die Begriffe Punkt und Ebene 
mit einander vertauscht. Im Folgenden werden je zwei sol- 
cher reciproker Sätze immer, wie oben, durch unmittelbare 
Nebeneinanderstellung hervorgehoben erscheinen. 

§. 3. Den Inbegriff aller ini Den Inbegriff aller durch eine 
einer unbegrenzten Geraden lie- Gerade im Räume gehenden 



genden Punkte nennt man eine 
Punktreihe. Die Gerade, in 



Ebenen nennt man ein Ebenen- 
büschel. Die Gerade; durch 



welcher alle Punkte liegen, welche alle Ebenen gehen,heisst 



heisst der Träger der Punkt- 
reihe, und die einzelnen Punkte 
erscheinen als die Elemente 
derselben. 



die Axe des Ebenenbüschels, 
und die einzelnen Ebenen er- 
scheinen als die Elemente des- 
selben. 



Der Inbegriff aller durch denselben Punkt gehenden und 
in einer Ebene liegenden Geraden heisst ein Strahlenbüschel. 
Der Punkt, durch welchen die Geraden gehen, ist der Mittel- 
punkt des Strahlenbüschels, während die Ebene, iu welcher 
diese Geraden liegen, als Träger desselben bezeichnet wird. 
Beim Strahlenbüschel erscheint also die Gerade, welche als 
Träger der Punktreihe und Axe des Ebenenbüschels vorge- 
kommen ist, als Element, während die Elemente der letzte- 
ren Gebilde, Punkt und Ebene, als Mittelpunkt und Träger 
des Strahlenbüschels erscheinen. Die Punktreihe und das 
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§. 3. 



Einleitung und Vorbegriffe. 



Ebenenbüschel sind reciproke Gebilde, während das Strahlen- 
büsehel sich selbst reciprok erscheint. Für die gegenseitigen 
Beziehungen dieser Gebilde ergeben sich folgende Lehrsätze: 



la. Eine Punktreihe und ein 
ausserhalb des Trägers dersel- 
ben liegender Punkt bestimmen 
ein Strahlenbüschel, dessen Mit- 
telpunkt der gegebene Punkt, 
und dessen Träger die Verbin- 
dungsebene dieses Punktes mit 
dem Träger der Punktreihe ist. 
Die Elemente des Strahlen- 
büschels sind die Verbindungs- 
geraden des gegebenen Punktes 
mit den einzelnen Punkten der 
Punktreihe. 

2 a. Ein Strahlenbüschel und 
eine durch den Mittelpunkt des- 
selben gehende, nicht in dem 
Träger liegende Gerade bestim- 
men ein Ebenenbüschel, dessen 
Axe die gegebene Gerade ist, 
und als dessen Elemente die Ver- 
bindungsebenen der einzelnen 
Strahlen des Strahlenbüschels 
mit dieser Geraden erscheinen. 

3 a. Ebenso bestimmen auch 
ein Strahlenbüschel und ein 
nicht in dessen Träger liegen- 
der Punkt ein Ebenenbüschel, 
dessen Axe die Verbindungs- 
gerade des gegebenen Punktes 
mit dem Mittelpunkte des Strah- 
len büschels ist, und als Jessen 
Elemente die Verbindungsebe- 
nen der einzelnen Strahlen des 
Strahlenbüschels mit dem ge- 
gebenen Punkte sich ergeben. 

4 a. Eine Punktreihe und eine 



"1 b. Ein Ebenenbüschel und 
eine nicht durch die Axe des- 
selben gehende Ebene bestim- 
men ein Strahlenbüschel, des- 
sen Träger die gegebene Ebene, 
und dessen Mittelpunkt der 
Schnittpunkt dieser Ebene mit 
der Axe des Ebenenbüschels ist. 
Die Elemente des Strahlen bü- 
schels sind die Schnittlinien 
der gegebenen Ebene mit den 
einzelnen Ebenen des Ebenen- 
büschels. 

2 b. Ein Strahlenbüschel und 
eine in dem Träger desselben 
liegende, nicht durch den Mit- 
telpunkt gehende Gerade be- 
stimmen eine Punktreihe, deren 
Träger die gegebene Gerade ist, 
und als deren Elemente die 
Schnittpunkte der einzelnen 
Strahlen des Strahlehbüschels 
mit dieser Geraden erscheinen. 

3 b. Ebenso bestimmen auch 
ein Strahlenbüschel und eine 
nicht durch dessen Mittelpunkt 
gehende Ebene eine Punktreihe, 
deren Träger die Schnittgerade 
der gegebenen Ebene mit der 
!^ene des Strahlenbüschels ist, 
und als deren Elemente die 
Schnittpunkte der einzelnen 
Strahlen des Strahlenbüschels 
mit der gegebenen Ebene sich 
ergeben. 

4 b. Ein Ebenenbüschel und 
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den Träger derselben nicht eine die Axe desselben nicht 
sehneidende Gerade 'bestimmen schneidende Gerade bestimmen 
ein Ebenenbuschel, desseii Axe eine Ponktreihe, deren Trager 
^^ g^ebene Gerade ist, und die gegebene Gerade ist, nnd 
als dessen Elemente die Yer- als deren Elemente die Schnitt- 
bindongsebenen dieser Geraden punkte dieser Geraden mit den 
mit den einzelnen Ponkten der einzelnen Ebenen des Ebenen- 
Pnnktreihe erscheinen. büschels erscheinen. 

Ein auf diese Weise erhalte- Ein auf diese Weise erhalte- 
nes Strahlen- oder Ebenenbü- nes Strahlenbüschel, bezie- 
schel nennt man einen Schein hnngsweise Ponktreihe, nennt 
des gegebenen Gebildes aus dem mau einen Schnitt des gege- 
angenommenen Punkte oder <ier benen Gebildes mit der ange- 
angenomm^ien Geraden. nommenen Ebene oder Geraden. 

§. 4. Den Gesammtb^riff Den Gesammtbegriff aUer 
aller in einer gegebenen Ebene durch einen gegebenen Punkt 
liegenden Punkte, die wir uns gehenden Ebenen, die wir uns 
in unzählige Punktreiheu ver- in unzahlige Ebenenbüschel 
theilt denken können, deren yertheilt denken können, deren 
Trager alle in der Ebene lie- Axen alle durch den Punkt 
gende Geraden sind; sowie aller gehenden Geraden sind; sowie 
in der Ebene liegenden Gera- aller durch den Punkt gehen- 
den, die sich in unendlich viele den Geraden, die sich in unend- 
Strahlenbüschel gruppiren las- lieh viele Strahlenbuschel grup- 
sen, als deren Mittelpunkte alle piren lassen, als derenTrager alle 
Punkte in der Ebene erschei- durch den Punkt gehenden Ebe- 
nen: nennt man ein ebenes neu erscheinen: nennt man ein 
System. Die Ebene, in wel- Strahlenbündel. DerPunkt, 
eher alle Elemente des ebenen durch welchen alle Elemente des 
Systems liegen, heisst der Trä- Strahlenbündels gehen, heisst 
ger desselben. der Mittelpunkt desselben. 

Das ebene System und das Strahlenbnndel erscheinen also 
ebenso aus Punktreihen, Ebenenbüscheln und Strahlenbüscheln 
zusammengesetzt, wie diese Gebilde ^ihrerseits aus den geo- 
metrischen Elementen: Punkten, Ebenen und Geraden zusam- 
mengesetzt sind; wobei zu bemerken ist, dass die Punkt- 
reihe und das Strahlenbüschel als die Elemente des ebenen 
Systems, das Ebenenbüschel und das Strahlenbüschel aber als 
die Elemente des Strahlenbündels erscheinen. 
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Das ebene System und das Strahlenbiindel sind daher 
wieder reciproke Gebilde, in welchen die Punktreihe und das 
Ebenenbüschel einander entsprechen , während das Strahlen- 
büschel sich selbst reciprok erscheint. 

Für die gegenseitige Bestimmung dieser Gebilde gilt fol- 
gender Satz: 



Ein ebenes System und ein 
ausserhalb des Trägers dessel- 
ben gegebener Punkt bestim- 
men ein Strahlenbündel, dessen 
Mittelpunkt der gegebene Punkt 
ist. Die Punktreihen des ebe- 
nen Systems bestimmen die 
Strahlenbüschel; und die Strah- 
lenbüschel desselben die Ebe- 
nenbüschel des Strahlenbün- 
dels. Das Strahlenbündel heisst 
hier wieder ein Schein des 
ebenen Systems. 



Ein Strahlenbündel und eine 
nicht durch dessen Mittelpunkt 
gehende Ebene bestimmen ein 
ebenes System, dessen Träger 
die gegebene Ebene ist. Die 
Ebenenbüschel des Strahlen- 
bündels bestimmen die Strah- 
lenbüschel, und die Strahlen- 
büschel desselben die Punkt- 
reihen des ebenen Systems. Das 
ebene System heisst hier wie- 
der ein Schnitt des Strahlen - 
bündeis. 



§. 5. In natürlicher Fortsetzung dieser Betrachtungsweise 
muss man den Raum als die unendliche Menge seiner Punkte, 
Ebenen und Geraden betrachten. Jede Ebene ist der Träger 
eines ebenen Systems, jeder Punkt der Mittelpunkt eines 
Strahlenbündels, jede Gerade der Träger einer Punktreihe 
oder die Axe eines Ebenenbüschels. Die Punktreihe, das 
Ebenenbüschel und das Strahlenbüschel, welche durch die 
geometrischen Elemente : Punkt, Ebene und Gerade unmittel- 
bar gebildet werden, nennt man die Grundgebilde der 
ersten Stufe. Das ebene System und das Strahlenbündel, 
welche aus den Grundgebilden der ersten Stufe ebenso zu- 
sammengesetzt erscheinen, wie diese aus den geometrischen 
Elementen, sind die. Grundgebilde der zweiten Stufe. 
Das Grundgebilde der dritten Stufe ist der unendliche 
Raum, in welchem unendlich viele Grundgebilde der ersten 
und zweiten Stufe denkbar sind. 

Die geometrischen Formen, welche alle durch Reihung 
oder Bewegung der geometrischen Elemente entstanden ge- 
dacht werden können, nennt man Formen oder Gebilde der 
ersten, zweiten oder dritten Stufe, je nachdem sie sich in 
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ein Grundgebilde der entsprechenden Stufe einreihen lassen. 
So bilden mehrere discrete Punkte in einer Geraden, mehrere 
durch einen Punkt gehende Gerade in einer Ebene, mehrere 
durch dieselbe Gerade gehende Ebenen, nach bestimmten Ge- 
setzen geordnet, geometrische Gebilde der ersten Stufe. Ebene 
Figuren, krumme Linien in der Ebene, sowie^ ein pyramidales 
oder prismatisches Ebenensystem, Kegel oder Cylinderflächen 
sind Gebilde der zweiten Stufe, während endlich eckige Kör- 
per, Raumcurven und krumme Oberflächen zu den Gebilden 
der dritten Stufe gerechnet werden müssen. 

§. 6. Eine Gerade ist durch zwei Punkte, durch welche 
sie gehen soll, bestimmt, aber sie erscheint auch vollkommen 
bestimmt durch einen Punkt und ihre Richtung, welch letztere 
durch die Bedingung des Parallelseins zu einer zweiten 
Geraden gegeben ist; ebenso ist eine Ebene durch einen 
Punkt und eine Gerade, aber auch durch einen Punkt und 
ihre, durch eine andere Ebene, zu der sie parallel sein soll, 
gegebene Stellung vollkommen bestimmt. Man sieht also, 
dass in diesen, sowie in allen anderen Fällen, ein Punkt 
durch die Richtung einer Geraden, eine Gerade durch die 
Stellung einer Ebene vertreten sein kann. Die im Folgenden 
entwickelte Betrachtungsweise lässt uns die Begriffe Richtung 
und Stellung als besondere Lagen von Punkten und Geraden 
erkennen. 

Wenn in einer Ebene die eine von zwei sich schneiden- 
den Geraden um einen ihrer ausserhalb des Schnittpunktes 
der beiden Geraden liegenden Punkte gedreht wird, so ent- 
fernt sich der Schnittpunkt immer weiter von seiner Anfangs- 
lage, bis er bei der parallelen Lage der beiden Geraden ver- 
schwindet, in unendliche Entfernung gerückt erscheint. Setzt 
man die Drehung der Geraden in demselben Sinne weiter 
fort, so erscheint der Schnittpunkt wieder, aber auf der ent- 
gegengesetzten Seite der Anfangslage; bis er endlich, wenn 
die gedrehte Gerade einen vollen Strahlenbüschel beschrieben 
hat, wieder in seine anfängliche Lage zurückkehrt. Der 
Schnittpunkt hat dann die ganze Punktreihe, deren Träger die 
feste Gerade ist, durchlaufen; es gehört daher zu den Punkten 
dieser Punktreihe auch der unendlich ferne Punkt, 
die Richtung der Geraden, als jener Punkt, in welchem 
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sie von allen zu ihr parallelen Geraden des Raumes geschnit- 
ten wird. Die unendlich fernen Punkte aller in einer Ebene 
liegenden Geraden, welche als die Schnittpunkte aller in der 
Ebene möglicher Systeme paralleler Geraden erscheinen, denken 
wir uns in einer Linie vereinigt, welche wir uns, da sie von 
jeder Geraden in der Ebene nur in einem Punkte, ihrer Rich- 
tung, geschnitten wird, als eine Gerade vorstellen müssen, und 
welche die unendlich ferne Gerade oder die Stellung 
der Ebene genannt wird; es ist dies zugleich jene Gerade, in 
welcher die Ebene von jeder zu ihr parallelen Ebene ge- 
schnitten wird. Ein System von parallelen Ebenen hat daher 
eine unendlich ferne Gerade, eine Stellung gemeinsam, welche 
als die gemeinsame Schnittlinie aller dieser Ebenen erscheint. 
Alle unendlich fernen Punkte und Geraden, d. s. die Rich- 
tungen aller möglichen Geraden und die Stellungen aller 
möglichen Ebenen des Raumes, können wir uns in einer 
unendlich fernen Fläche vereinigt denken, welche, da sie von» 
jeder Geraden in einem Punkte, ihrer Richtung, und von 
jeder Ebene in einer Geraden, ihrer Stellung, getroffen wird, 
selbst als Ebene erscheint, und als die unendlich ferne 
Ebene bezeichnet wird. Die Richtungen aller Geraden und 
die Stellungen aller Ebenen im Räume bilden daher die Punkte 
und Geraden eines im Unendlichen befindlichen ebenen Systems, 
dessen Träger die unendlich ferne Ebene ist. Die im End- 
lichen liegenden Punkte und Geraden werden im Gegensatze 
zu diesen unendlich fernen Elementen auch eigentliche 
Punkte und Gerade genannt. 

Alle in den vorhergehenden §§. gegebenen Erklärungen 
und Lehrsätze lassen also eine Erweiterung in der Beziehung 
zu, dass jedem Punkte eine Richtung, jeder Ebene eine 
Stellung substituirt werden kann. 

So schliesst z. B. der Satz, dass eine Gerade durch zwei 
Punkte bestimmt ist, zwei besondere Fälle in sich, indem 
der eine oder auch beide der gegebenen Punkte im Unend- 
lichen liegen können; im ersteren Falle ist die Gerade eine 
eigentliche Gerade, und durch einen Punkt und ihre Richtung 
gegeben, im letztern Falle ist si^ eine unendlich ferne Ge- 
rade, eine Stellung, und durch zwei Richtungen bestimmt. 
Eine durch zwei Ebenen bestimmte Gerade ist entweder eine 
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eigentliche Gerade, wenn sich die beiden Ebenen schneiden, 
oder eine Stellung, wenn die Ebenen parallel sind. Ein un- 
endlich ferner Punkt liegt in einer unendlich fernen Geraden, 
wenn die Stellung, als welche diese unendlich ferne Gerade 
erscheint, die durch den unendlich fernen Punkt bezeichnete 
Eichtung enthält. Eine Punktreihe, deren Träger eine unend- 
lich ferne Gerade ist, erscheint daher als der Inbegriff aller 
möglichen Richtungen , die in einer bestimmten Stellung vor- 
kommen. Ein Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt ein un- 
endlich ferner Punkt seiner Ebene ist, besteht aus Strahlen, 
die sich in diesem unendlich fernen Punkte schneiden, d. h. 
zu einander parallel sind; ein solches Strahlenbüschel wird 
einParallelstrahlenbüschel genannt. Sämmtliche Parallel- 
strahlenbüschel einer Ebene enthalten die unendlich ferne 
Gerade dieser Ebene, in welcher alle ihre Mittelpunkte liegen, 
als gemeinsames Element; ebenso wie allen Strahlenbüscheln 
einer Ebene, deren Mittelpunkte in einer eigentlichen Geraden 
liegen , diese Gerade als gemeinsamer Strahl angehört. Liegt 
ein Strahlenbüschel in der unendlich fernen Ebene, so ist 
sein Mittelpunkt ein unendlich femer Punkt, eine Richtung, 
und der Strahlenbüschel selbst erscheint als der Inbegriflf 
aller Stellungen, welche diese Richtung enthalten. Ein Ebe- 
nenbüschel, dessen Axe eine unendlich ferne Gerade ist, be- 
steht aus Ebenen, die sich in dieser unendlich fernen Geraden 
schneiden, mithin parallel sind, und wird einParallelebenen- 
büschel genannt. Die unendlich ferne Ebene erscheint als 
Element aller Parallelebenenbüschel des Raumes, da alle Axen 
derselben in dieser Ebene liegen. Ein Strahlenbündel, dessen 
Mittelpunkt ein unendlich ferner Punkt, eine Richtung ist 
enthält als Elemente alle durch diese Richtung gehenden^ 
parallelen Geraden, und alle Ebenen, welche diese Richtung 
enthalten. Die unendlich ferne Ebene gehört allen im Räume 
möglichen Parallelstrahlenbündeln an, ebenso wie auch zu 
den Elementen eines Parallelstrahlenbündels jede unendlich 
ferne Gerade gehört, die durch seinen unendlich fernen 
Mittelpunkt geht. Eine Gerade, welche, sich bewegt ohne 
ihre Richtung zu ändern, dreht sich um einen unendlich fernen 
Punkt; eine Ebene, welche sich bewegt ohne ihre Stellung 
zu ändern, um eine unendlich ferne Axe. 
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Methoden der darstellenden Geometrie. 



A. Orthogonale Projection. 

Darstellung der geometrisclien Elemente und der Grundgebilde 
erster und zweiter Stufe. 

§. 7. Um die geometrischen Elemente: Punkt, Ebene 
und Gerade, und mithin auch alle durch dieselben gebildeten 
geometrischen Raumformen, auf eine feste gegebene Ebene, 
die Zeichnungsebene; zu beziehen, und dadurch eine ebene 
Abbildung derselben zu ermöglichen; benützt man die Pro- 
jectionen und Spuren der gegebenen Elemente auf der Zeich- 
nungsebene. 



Ist ein Punkt im Räume 
seiner Lage nach gegeben, so 
ist auch das von ihm auf die 
Zeichnungsebene gefällte Per- 
pendikel bestimmt. Der Fuss- 
punkt dieses Perpendikels in 
der Zeichnungsebene heisst die 
orthogonale Projection 
des Raumpunktes. 

Für jeden gegebenen Raum- 
punkt ist also seine Projection 
bestimmt, nicht aber umge- 
kehrt. 

Ein gegebener Punkt d der 
Zeichnungsebene kann die Pro- 
jection aller Punkte der Punkt- 
reihe sein, deren Träger das 
durch d gehende Perpendikel 
zur Zeichnungsebene ist. Von 
allen Punkten dieser Reihe 
sind durch die Projection allein 
nur zwei Punkte bestimmt, und 
zwar der in der Zeichnungs- 



Ist eine Ebene im Räume 
ihrer Lage nach gegeben, so 
ist auch die Schnittlinie der- 
selben mit der Zeichnungs- 
ebene bestimmt. Diese Gerade 
in der Zeichnungsebene heisst 
die S p ur der gegebenen Raum- 
ebene. 

Für jede gegebene Ebene 
im Räume ist also ihre Spur 
bestimmt, nicht aber umge- 
kehrt. 

Eine gegebene Gerade A^ 
in der Zeichnungsebene kann 
die Spur aller Ebenen des Ebe- 
nenbüschels sein, dessen Axe 
die in der Zeichnungsebene 
gegebene Gerade A^ ist. Von 
allen Ebenen dieses Büschels 
sind durch die Spur allein nur 
zwei Ebenen bestimmt, und 
zwar die zur Zeichnungseben ^ 
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ebene gelegene Punkt a selbst, 
und der unendlich ferne Punkt, 
die Richtung des Perpendikels. 
Dieser letztere Punkt ist aber 
allen Perpendikeln zur Zeich- 
nungsebene gemeinsam, für 
denselben verschwindet daher 
der angenommene Punkt d als 
specielle Projection. 

Eine Gerade im Räume be- 
stimmt die durch sie gehende 
Normalebene zur Zeichnungs- 
ebene; der Schnitt derselben 
mit der Zeichnungsebene heisst 
die Projection der Raum- 
geraden. Die Projectionen aller 
Punkte der Geraden fallen in 
die Projection der Geraden. 

Durch die Projection einer 
Geraden ist die Lage derselben 
im Räume noch nicht voll- 
kommen bestimmt, da alle Ge- 
raden eines ebenen Systems, 



senkrechte Ebene, d. i. die 
Normalebene durch -4j, und 
die Zeichnungsebene selbst. 
Diese letztere Ebene ist aber 
allen diesen Ebenenbüscheln, 
deren Axen in der Zeichnungs- 
ebene liegen, gemeinsam, für 
dieselbe verschwindet daher 
die angenommene Gerade A^ 
als specielle Spur. 

Eine Gerade im Baume be- 
stimmt ihren Schnittpunkt mit 
der Zeichnungsebene; dieser 
Punkt heisst die Spur der 
Raumgeraden. Die Spuren aller 
durch die Gerade gelegten Ebe- 
nen gehen durch die Spur der 
Geraden. 

Durch die Spur einer Ge- 
raden ist die Lage derselben 
im Räume noch nicht voll- 
kommen bestimmt, da alle Ge- 
raden eines Strahlenbündels, 



dessenTrägereineNormalebenei dessen Mittelpunkt ein Punkt 
zur Zeich^ungsebene ist, eine der Zeichnungsebene ist, eine 
gemeinsame Projection haben, gemeinsame Spur haben. 

§. 8. Durch Projection oder Spur in Beziehung auf nur 
eine Zeichnungsebene ist also keines der geometrischen Ele- 
mente vollkommen bestimmt. Nehmen wir aber eine zweite 
Ebene an, die man sich zur ersten senkrecht denkt, und be- 
ziehen die Punkte, Ebenen und Geraden im Räume durch 
ihre Projectionen oder Spuren auch auf diese Ebene, so ist 
ein Punkt durch seine beiden Projectionen, als Schnittpunkt 
der beiden projicirenden Perpendikel, eine Ebene durch ihre 
beiden Spuren, als die Verbindungsebene dieser zwei Geraden, 
und endlich eine Gerade durch ihre Projectionen oder Spuren, 
als Schnittlinie der zwei Normalebenen, oder als Verbindungs- 
gerade der beiden Spurpunkte, vollkommen bestimmt. 
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Durch die Spuren und Projectionen in Beziehung auf 
zwei zu einander senkrechten Ebenen sind also die geome- 
trischen Elemente, und daher auch alle durch sie erzeugte 
Raumformen bestimmt. Nimmt man in der gemeinsamen 
Schnittlinie dieser zwei zu einander senkrechten Ebenen noch 
einen Anfangspunkt an, und legt durch denselben eine 
dritte, zu den beiden andern senkrechte Ebene, so können 
in dieses Projectionssystem die Projectionen und Spuren der 
geometrischen Elemente auch nach gegebenen Maassen ein- 
gezeichnet werden. 

Wir erhalten so drei auf einander senkrechte Projections- 
oder Zeichnungsebenen XOY, XOZ, rOZ(Pig.lab, Taf.L), 
von denen die erste, horizontal liegend angenommen, auch 
Horizontal ebene heisst, die beiden auf ihr Senkrechten aber 
Vertical- und Kreuzrissebene genannt werden. Diese drei 
Ebenen schneiden sich in den drei zu einander senkrechten Ge- 
radenOX, OFund OZ, Projectionsaxen genannt, von wel- 
chen Axen je zwei in einer Projectionsebene liegen, während 
die dritte die Richtung der Perpendikel zu dieser Ebene an- 
gibt. Es entstehen somit drei Projectionen oder Spuren jeder 
Raumform, die wir als erste, zweite und dritte (Horizontal-, 
Vertical- und Kreuzriss-) Projection oder Spur benennen, und 
durch rechts neben dem Zeichen der Raumform angebrachte 
Zeiger unterscheiden. 

Zur Lagenbestimm'ung eines Punktes und einer Ebene in 
Beziehung auf dieses so vorgerichtete Projectionssystem be- 
nützen wir bezüglich des Punktes die Abstände desselben von 
den drei Projectiousebenen, und bezüglich der Ebene die Ent- 
fernungen der Schnittpunkte derselben mit den drei Pro- 
jectionsaxen vom Anfangspunkte 0. 

Diese Grössen nennen wir die Coordinaten des Punktes 
und der Ebene, und bezeichnen sie, jenachdem sie parallel 
zu, beziehungsweise auf den Axen OX, OFund OZ gemessen 
sind, mit x, y, z für den Punkt, und X, Z, Z für die Ebene. 



Die drei Coordinaten eines 
Punktes a (Fig. la, Taf. I.) 
bestimmen drei Ebenen aüxy 
auyf attg, welche in den ge- 
gebenen Abständen zu den Pro- 



Die drei Coordinaten einer 
Ebene Ä (Fig. Ib, Taf. I.) be- 
stimmen drei Punkte A^, Ay, 
At in den Projectionsaxen, wel- 
che vom Anfangspunkte die 
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jectionsebenen parallel gelegt 
sind; und in ihrem Durch- 
sehnittspunkte a den Raum> 
punkt bestimmen. Diese drei 
Ebenen sehneiden sich paar- 
weise in den drei zu den Pro- 
jeetionsebenen senkrechten Ge- 
raden aa'y ad\ aa\ welche 
die projicirenden Perpendikel 
des gegebenen Punktes sind, 
und in ihren Schnittpunkten 
mit den drei Projectionsebenen 
die Projectionen a', d' und a* 
des Punktes ergeben. 

Durch die Coordinate x ist 
die durch den Punkt a parallel 
zur Ebene FOZ gelegte Ebene 
aax gegeben, und durch die 
Schnittlinien derselben mit den 
Ebenen ZOFund XOZ sind 
zwei sich im Punkte ax der 
Axe OX schneidende, -zu die- 
ser Axe senkrechte Gerade üxd 
und a^a in diesen Ebenen be- 
stimmt, in welchen die erste 
und zweite Projection d und 
a" des Punktes liegen müssen. 
Ebenso bestimmt die Coordi- 
nate y zwei sich in der Axe 
OY schneidende, zu derselben 
senkrechte Gerade a^d^ und 
ayd" in den Ebenen XOY 
und YOZym welchen die erste 
und dritte Projection des Punk- 
tes liegen. Durch diese beiden 
Coordinaten ist also die erste 
(Horizontal-) Projection des 
Raumpunktes vollkommen be- 
stimmt, während von den bei- 



angegebenen Entfernungen ha- 
ben, und in der durch sie ge- 
legten Ebene A die Raumebene 
bestimmen. Diese drei Punkte 
geben paarweise drei Verbin- 
dungsgerade ^a.-4y, Ax Ag, AyA i, 
welche in den Projectionsebe- 
nen liegen, und die Spuren 
A^, A2 und A^ der gegebenen 
Ebene sind. 



Durch die Coordinate X ist 
der in der Axe OX liegende 
Schnittpunkt Ax der Ebene A 
mit dieser Axe gegeben ; dieser 
Punkt, der in den Ebenen 
XOY und XOZ gemeinschaft- 
lich liegt, ist also ein Punkt 
I der Schnittlinien der gegebe- 
|nen Ebene mit diesen beiden 
Projectionsebenen , es müssen 
] daher die erste und zweite Spur 
A^ unAA^Aev gegebenen Ebene, 
durch ihn gehen. Ebenso be- 
stimmt die Coordinate Y einen 
in der Axe OF, mithin in den 
Ebenen YOZ und XOT ge- 
legenen Punkt Ayj durch wel- 
chen die erste und dritte Spur 
derEbene gehen müssen. Durch 
diese beiden Coordinaten ist 
also die erste (Horizontal-) Spur 
der Raumebene vollkommen be- 
stimmt, während von den bei- 
den andern Spuren je ein Punkt 
gegeben ist, durch welchen sie 
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gehen müssen. In den Ver- 
biiidungsgeraden dieser Punkte 
mit dem durch die dritte Coor- 
dinate Z bestimmten Punkte 
Az in der Axe OZ^ sind dann 
auch die zweite und dritte 
Spur, A^ und ^3, der Ebene 
bestimmt. 



Die drei Spuren einer Ebene 
schneiden sich also paarweise 
in einem Punkte der zwischen- 
liegenden Axe. Die Abstände 
dieser drei Punkte in den Axen 
vom Anfangspunkte sind die 
drei Coordinaten der Ebene. 



den andern Projectionen je 
eine Gerade gegeben ist, in 
welcher sie liegen müssen. In 
den Schnittpunkten dieser Ge- 
raden mit den durch die dritte 
Coordinate z bestimmten Senk- 
rechten a»d* und a^a" zur Axe 
OZ, sind dann auch die zweite 
und dritte Projection a und 
d" des Punktes bestimmt. 

Die drei Projectionen eines 
Punktes liegen also paarweise 
in zwei, von einem Punkte der 
zwischenliegenden Axe aus- 
gehenden Senkrechten zu dieser 
Axe. Die Abstände dieser drei 
Punkte in den Axen vom An- 
fangspunkte sind den Coordi- 
naten des Punktes gleich. 

§. 9. Die drei Projectionsebenen, in .welchen die so ge- 
wonnenen Projectionen und Spuren, die Bestimmungselemente 
der Raumformen enthalten sind, müssen noch zum Zwecke 
der zeichnenden Darstellung in eine einzige Ebene, die Zeich- 
nungsebene, vereinigt werden. Um dies zu erreichen, denken 
wir uns eine der Ebenen, z. B.. die Verticalebene XOZ, als 
Zeichnungsebene, und drehen die beiden andern Projections- 
ebenen, die Horizontalebene XOF und die Kreuzrissebene 
YOZ Mm ihre Schnittlinien mit der Ebene XOZ, d. i. um 
die Projectionsaxen OX und OZ, so -lauge, bis sie mit der 
festen Ebene XOZ zusammenfallen. Bei dieser Drehung blei- 
ben die Axen OX und OZ, als 'die Axen der Drehung, un- 
verändert, wahrend die dritte xlxe OY, die zur Zeichnungs- 
ebene senkrecht ist, und in den beiden gedrehten Ebenen 
XOY und YOZ liegt, mit diesen Ebenen eine doppelte 
Drehung erfährt; und zwar fällt sie, mit der Ebene XOY 
gedreht, nach der Drehung mit der in der Zeichnungsebene 
befindlichen Axe OZ zusammen, während sie durch die Dre- 
hung der Ebene YOZ mit der Axe OX zusammenfiLUt. 

Jede der Axen OX, OY und OZ wird durch den An- 
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fangspuDkt in zwei halbbegrenzte Stücke zerlegt, welche, 
vom Punkte ausgehend, zwei entgegengesetzte Richtungen 
darstellen. Alle Punkt- und Ebenen-Coordinaten werden nun 
ebenfalls diesen Richtungsunterschied aufweisen, je nachdem 
sie nach der Richtung des einen oder des andern Äxentheils 
gemessen werden. Diese Unterschiede der Richtung in den 
Coordinatenbestimmungen werden durch den Gegensatz der 
algebraischen Zeichen + und — bezeichnet, und zwar so, 
dass eine bestimmte Axenrichtung als positiv, die entgegen- 
gesetzte als negativ bezeichnet wird. Bei der festgestellten 
Lage der Projectionsebenen bezeichnen wir als positive Axen- 
theile den Theil der OX rechts von der Kreuzrissebene, den 
Theil der OY vor der Verticalebene, und den Theil der OZ 
ober der Horizontalebene. Zur Feststellung des Drehungs- 
sinnes der Ebenen XOY und FOZ genügt dann die Angabe, 
dass der positive Theil der Axe OY durch die Drehung der 
Horizontalebene auf den negativen Theil der OZ, und durch 
die Drehung der Kreuzrissebene auf den negativen Theil der 
OX zu liegen kommt. 

Jede der drei Projectionsebenen zerfällt durch die zwei 
in ihr liegenden Axen, d. i. ihre Schnittlinien mit den bei- 
den andern Projectionsebenen, in vier Quadranten, welche 

durch die vier Zeichencombinationen + +, H , • — + und 

bezeichnet werden können, je nachdem sie von den 

positiven oder negativen Thejlen der betreflfenden Axen ein- 
geschlossen werden. So bezeichnet z. B. die Combination 
+ +: den vor der Vertical- und rechts von der Kreuzriss- 
. ebene gelegenen Theil der Horizontalebene; ebenso den Theil 
der Verticalebene, dei> ober der Horizontal- und rechts von 
der Kreuzrissebene liegt, und endlich den vor der Vertical- 
und ober der Horizontalebeöe gelegenen Theil der Kreuzriss- 
ebene u. s. f. 

Nach der Vereinigung der drei Projectionsebenen in der 
Zeichnungsebene erscheinen in dieser letztern zwei auf ein- 
ander senkrechte Gerade, welche wir als die erste und zweite 
Axe der Zeichnungsebene bezeichnen wollen, und von welchen 
in der ersten die Axen OX und OY, in der zweiten die Axen 
OZ und OY des Projectionssystems vereinigt sind. Diese 
Axon theilen die Zeichnungsebene in vier Quadranten, und 
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je nachdem wir die Zeichnungsebene als eine der drei in ihr 
vereinigten Projectionsebenen XOY, XOZ und YOZ be- 
trachten^ stellen die zwei Axen derselben die Axenpaare OX 
und OF, OX und OZ, oder OY und OZ dar, während jeder 
der vier Quadranten der Zeichnungsebene mit einem der 
Quadranten jeder der drei Projectionsebenen zusammenfällt, 
in welche dieselben durch die in ihnen befindlichen Axen ge- 
theilt werden. 

Jeder Punkt der Axe OY erscheint daher in der Zeich- 
nungsebene doppelt; je nachdem er als Punkt der Ebene 
XOY oder der Ebene YOZ betrachtet wird; je zwei so zu- 
sammengehörige Punkte dieser Projectionsaxe liegen in den 
beiden Axen der Zeichnungsebene in gleichem Abstände vom 
Anfangspunkte 0. 

Sowie die in den einzelnen Projectionsebenen liegenden 
Axen nach der Vereinigung der Projectionsebenen in den 
beiden Axen der Zeichnungsebene zusammenfallen, so fallen 
auch die unendlich fernen Geraden der drei Projectionsebe- 
nen, welche die Richtungen aller Geraden derselben enthal- 
ten, in der unendlich fernen Geraden der Zeichnungsebene zu- 
sammen. 

§. 10. Nach diesen Bemerkungen über die Eigenschaf- 
ten des Projectionssystems und die Vereinigung der Projections- 
ebenen können wir an die Lösung der Aufgabe gehen, die 
Projectionen eines durch ^eine Coordinaten gegebenen Punktes 
und die Spuren einer durch ihre Coordinaten gegebenen Ebene 
in der Zeichnungsebene darzustellen. 

Gemäss der im §. 8 gegebe- i Gemäss der im §. 8 gegebe- 
nen Gesetze des Zusammen- nen Gesetze des Zusammen- 
hanges zwischen den Goordi- j banges zwischen den Coordi- 
naten und Projectionen eines ] naten und den Spuren einer 

Ebene erhält man die erste 



Punktes erhUt man die erste 
Projection a eines durch die 
Coordinaten x, y und z gegebe- 
UjBn Punktes a, wenn man, die 
Zeichnungsebene als Horizon- 
talebene betrachtend, die durch 



Spur A^ einer durch die Coor- 
dinaten X, Y und Z gegebe- 
nen Ebene -4, wenn man, die 
Zeichnungsebene als Horizon- 
talebene betrachtend, die durch 



die Coordinaten x wnA y ge- die Coordinaten X und Y ge- 
gebenen Strecken in der ihrem | gebenen Strecken in der ihrem 
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Zeichen entsprechenden Rich- 
tung auf die Axen OX und 
Y (erste und zweite Axe 
der Zeichnungsebene) aufträgt. 
Die in den Endpunkten dieser 
Strecken errichteten Senkrech- 
ten zu den betreflfenden Axen 
schneiden sich in der gesuch- 
ten Horizontalprojection a' des 
Punktes. Auf gleiche Weise 
geben die Coordinaten x und 
0, die Zeichnungsebene als 
Verticalebene betrachtet, zwei 
Perpendikel zu den Axen OX 
und" OZ^ die in ihrem Schnitt- 
punkte die zweite Projection 
- a" des Punktes ergeben; eben- 
so erhält man durch die Coordi- 
naten y und die dritte Pro- 
jection a" in der als Kreuz- 
rissebene betrachteten Zeich- 



Zeichen entsprechenden Rich- 
tung auf die Axen OX und 
Y (erste und zweite Axe der 
Zeichnungsebene) aufträgt. Die 
Verbindungslinie der beiden 
Endpunkte dieser Strecken gibt 
die gesuchte Horizontalspur Ä^ 
der Ebene. Auf gleiche Weise 
geben die Coordinaten X und 
Z, die Zeichnungsebene als 
Verticalebene betrachtet, zwei 
Punkte in den Axen OX und 
OZy die in ihrer Verbindungs- 
linie die zweite Spur Ä^ der 
Ebene ergeben; ebenso erhält 
man durch die Coordinaten Y 
und Z die dritte Spur Ä^ in 
der als Kreuzrissebene betrach- 
teten Zeichnungsebene. (Fig. 2b, 
Taf. I.) 



nungsebene. (Fig. 2a, Taf. I.) 

Da die Axe OX nach der Vereinigung der Projections- 
ebenen, — die Zeichnungsebene sowohl als Horizontalebene, wie 
auch als Verticalebene betrachtet, — durch die erste Axe der 
Zeichnungsebene dargestellt erscheint; 



so müssen die, von dem Punkte 
dieser Axe, welcher der Coordi- 
nate x entspricht, ausgehen- 
den, in den Ebenen XOY und 
X ^gezogenen Perpendikel in 
eine zur ersten Axe der Zeich- 
nungsebene senkrechte Gerade 
zusammcAfallen. Ebenso fallen 
die Perpendikel, welche von 
dem der Coordinate entspre- 
chenden Punkte der Axe OZ 
aus, in den Ebenen XOZund 
YOZ gezogen sind, in eine 



so muss auch der, der Coordi- 
nate X entsprechende Punkt 
dieser Axe, sowohl in der Ebene 
XOY, als in der Ebene XOZ 
liegend betrachtet, durch den- 
selben Punkt der ersten Axe 
der Zeichnungsebene dargestellt 
erscheinen. Ebenso gibt der 
der Coordinate Z entsprechende 
Punkt der Axe OZ nach der 
Vereinigung der Projections- 
ebenen nur einen Punkt in 
der zweiten Axe der Zeich- 
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3Bur zweiten Äxe der Zeich- nungsebene; so dass der all- 
nungsebene senkrechte Gerade gemeine Lehrsatz folgt: 
zusammen; so dass der allge-; 
meine Lehrsatz folgt: 

Die erste und zweite Pro- 
jection eines Punktes liegen 
immer in derselben Senkrech- 



Die 

einer 



erste und zweite Spur 
Ebene schneiden sich 
immer in demselben Punkte 
ten zur ersten, die zweite und 1 der ersten, die zweite und dritte 
dritte Projection in derselben 1 Spur in demselben Punkte der 
Senkrechten zur zweiten Axe , zweiten Axe der Zeichnungs- 
der Zeichnungsebene. | ebene. 

Der der Coordiuate y (W) entsprechende Punkt der Axe OY 
erscheint jedoch , wie diese Axe selbst, nach der Vereinigung 
der Projectionsebenen in der Zeichnungsebene doppölt, in zwei, 
in gleichen Abständen vom Anfangspunkte gelegenen Punk- 
ten der ersten und zweiten Axe der Zeichnungsebene, je nach- 
dem man dieselbe als Kreuzriss- oder Horizontalebene betrach- 
tet. Daher folgt: 



Die Senkrechten von der Ho- 
rizontalproj ection eines Punktes 
zur zweiten, und von der Kreuz- 
rissprojection zur ersten Axe 
der Zeichnungsebene müssen 
diese Axen in Punkten schnei- 
den, welche denselben Abstand 
vom Anfangspunkte haben; 
sie liegen also in einem Kreis- 
bogen, der vom Mittelpunkte 
aus tnit der Coordinate y als 
Radius beschrieben wird. 

Ein Punkt im Räume wird 
mithin 'durch drei Punkte in 
der Zeichnungsebene, seine drei 
Projectionen, dargestellt; wel- 
che Punkte aber, damit sie als 
Projectionen demselben Raum- 
punkte angehören können, be- 
züglich ihrer gegenseitigen 

Kl ekler, darstell. Geometrie. 



Die Schnittpunkte der Hori- 
zontalspur einer Ebene mit der 
zweiten, und der Kreuzrissspur 
mit der ersten Axe der Zeich- 
nungsebene haben gleichen Ab- 
stand vom Anfangspunkte 0; 
sie liegen also in einem Kreis- 
bqgen, der vom Mittelpunkte 
aus mit der Coordinate Y als 
Radius beschrieben wird. 



Eine Ebene im Räume wird 
mithin durch drei Gerade in 
der Zeichnungsebene, ihre drei 
Spuren, dargestellt ; welche Ge- 
rade aber, damit sie als Spuren 
derselben Raumebene angehö- 
ren können, bezüglich ihrer 
gegenseitigen Lage den oben 
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Lage deu oben angegebenen 
Bedingungen genügen müssen. 
Will man irgend einen will- 
kürlichen Punkt a im Räume 
durch seine drei Projectionen 
in der Zeichnungsebene dar- 
stellen^ so kann man nur eine 
derselben, z. B. die Horizon- 
talprojection a, als beliebigen 
Punkt der Zeichnungsebene an- 
nehmen. Die Abstände dieses 
Punktes von der ersten und 
zweiten Axe der Zeichnungs- 
ebene geben die Coordinaten y 
und X des Baumpunktes. Die 
beiden andern Projectionen sind 
dann insoweit bestimmt, als sie 
in den durch die erste Projec- 
^ tion bestimmten Senkrechten 
zu den Äxen (die doppelte Dar- 
stellung der Axe OY nach 
Obigem berücksichtigt) liegen 
müssen. Durch die Annahme 
einer zweiten Projection in einer 
dieser Senkrechten ist die Lage 
des Punktes im Räume und mit- 
hin auch seine dritte Projec- 
tion, als Schnittpunkt zweier 
Senkrechten zu den Axen, be- 
stimmt. ^ 

§. 11. Ein Punkt, dessen 
Coordinaten x=a,y=b,s=c, 
drei endliche, von verschie- 
dene Werthe haben, der also 
von jeder derProjectionsebenen 
einen endlichen Abstand hat, 
kann in keiner der Projections- 
ebenen liegen. Da jede der 
drei Coordinaten eines Punk- 



angegebenen Bedingungen ge- 
nügen müssen. 

Will man irgend eine will- 
kürliche Ebene A im Räume 
durch^ ihre drei Spuren in der 
Zeichnungsebene darstellen, so 
kann man nur eine derselbeu, 
z. B. die Horizontalspur A^, 
als beliebige Gerade der Zeich- 
nungsebene annehmen. Die 
Strecken, welche diese Gerade 
auf der ersten und zweiten Axe 
der Zeichuungsebene abschnei- 
det, geben die Coordinaten X 
und Y der Raumebene. Die 
beiden andern Spuren sind dann 
insoweit bestimmt, als sie durch 
die Schnittpunkte der ersten 
Spur mit den Axen (die doppelte 
Darstellung der Axe Y nach 
Obigem berücksichtigt) gehen 
müssen. Durch die Annahme 
einer zweiten, durch einen 
dieser Schnittpunkte gehenden 
Spur ist die Lage der Ebene 
im Räume und mithin auch 
ihre dritte Spur, als Verbin- 
bindungslinie zweier Punkte in 
den Axen, bestimmt. 

Eine Ebene, deren Coordi- 
naten X=^, Y = B,Z=C, 
drei endliche, von verschie- 
dene Werthe haben, die also 
jede der Axen in einem end- 
lichen Abstände vom Anfangs- 
punkte schneidet, kann zu kei- 
ner der Axen parallel sein. Da 
jede der drei Coordinaten einer 
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tes in zwei entgegengesetzten, 
durch die Zeichen + od^r — 
unterschiedenen Richtungen ge- 
messen werden kann^ so geben 
dieselben drei Strecken a, 6, c als 
Coordinaten eines Punktes acht 
verschiedene Punkte imRaume, 
nämlich so viele, als Versetzun- 
gen der Zeichen + und — bei 
den drei Coordinaten werthen 
möglich sind. Die Coordinaten 
dieser 8 Punkte sind: 

x=—a, y=+&, ^=+«5 
a?= — a, y = — l, ^== + C5 
x=-\'a, y= — &, 0= + c] 
x= + a, y= + b, z=—c\ 
x=-a, y= + b, 0= — c] 
x= — a, y= — hy jgr=— c; 
a;= + a, y= — b, ^= — c; 

Die Darstellung dieser 8 
Punkte durch ihreProjectionen 
ergibt sich leicht durch An- 
wendung der Gesetze des §. 10. 
— Fig. 3 a, Taf. 1., gibt als Bei- 
spiel die Darstellung eines Punk- 
tes vondenCoordinatenaj= +1, 



Ebene in zwei entgegengesetz- 
ten, durch die Zeichen + oder 
— unterschiedenen Richtungen 
gemessen werden kann, so geben 
dieselben drei Strecken Ä, B, C 
als Coordinaten einer Ebene acht 
verschiedene Ebenen im Räume, 
nämlich so viele, als Versetzun- 
gen der Zeichen + und — bei 
den di^i Coordinatenwerthen 
möglich sind. Die Coordinaten 
dieser 8 Ebenen sind: 

X= A, F=-|-B, Z= + C; 

X^-A, Y=-B,Z=-\-C; 
X=-|-^, r=— J5, Z — [-C; 
X= — \-A, T=-\-B,Z=-C] 

X= — A, Y \-B, Z= — C; 

X=—A, Y i?,Z= — C; 

X \-A, Y^—B, Z= — G\ 

Die Darstellung dieser 8 Ebe- 
nen durch ihre Spuren ergibt 
sich leicht durch Anwendung 
der Gesetze des §. 10.— Fig. 3b, 
Taf. I,, gibt als Beispiel die 
Darstellung einer Ebene mit 
den Coordinaten X = -}- 1, 
Y=-2,Z 3. 



y 2, « = - 3. 

Führt man die Darstellung von 8 solchen •! ^ ^ \, welche 

numerisch gleiche Coordinaten haben, durch, so 'ergeben sich 
durch Vergleichung dieser Darstellungen folgende Lehrsätze 

för derlei [l^'^'^V 



\ Ebenen/ 
Je zwei Punkte, welche zwei 
Coordinaten gleich, die dritte 
aber entgegengesetzt bezeich- 
net haben, besitzen eine Projec- 
tion gemeinsam, liegen also in 



Je zwei Ebenen, welche zwei 
Coordinaten gleich, die dritte 
aber entgegengesetzt bezeich- 
net haben, besitzen eine Spur 
gemeinsam, schneiden sich also 
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demselben Perpendikel zur ent- 
sprechenden Projectionsebene; 
die beiden andern Projeetioneu 
haben von den beiden Axen die- 
ser Projectionsebene bei beiden 
Punkten gleiche, aber entgegen- 
gesetzt gelegene Abstände. 

Bei zwei solchen Punkten 
mit nur einer gleich bezeich- 
neten Coordinate liegen die bei- 
den Paare von Projectionen die- 
ser Punkte, deren Lage durch 
die gleichbezeichnete Coordi- 
nate bedingt ist, in derselben 
Senkrechten zur entsprechen- 
den AxC; in gleichen, aber entu 
gegengesetzten Abstanden von 
derselben. Die dritten Projec- 
tionen beider Punkte, liegen in 
einer durch den Anfangspunkt 
gehenden Geraden. 

Sind alle drei Coordinaten 
zweier solcher Punkte entgegen- 
gesetzt bezeichnet; ^o gehen 
die Verbindungsgeraden aller 
drei Paare entsprechender Pro- 
jectionen durch den Anfangs- 
punkt. Die beiden Raumpunkte 
selbst liegen in einer durch den 
Anfangspunkt gehenden Gera- 
den. 

Ist eine der drei Coordina- 
ten eines Punktes, z. B.^ x=0, 
so liegt der Punkt in der ent- 
sprechenden Projectionsebene, 
hier YOZ] seine Horizontal- 
und Verticalprojection liegen 
daher in den Axen Y und OZ, 



in dieser Geraden der entspre- 
chenden Projectionsebene; die 
beiden andern Spuren schlies- 
sen mit den beiden Axen die- 
ser Projectionsebene bei beiden 
Ebenen gleiche, aber durch 
entgegengesetzte Drehung er- 
zeugte Winkel ein. 

Bei zwei solchen Ebenen mit 
nur einer gleich bezeichneten 
Coordinate schneiden sich die 
beiden Paare von Spuren die- 
ser Ebenen, deren Lage durch 
die gleichbezeichnete Coordi- 
nate bedingt ist, in demselben 
Punkte der entsprechenden Axe, 
mit welcher sie gleiche, aber 
entgegengesetzte Winkel ein- 
schliessen. Die dritten Spuren 
beider Ebenen schneiden sich 
in einem Punkte der unendlich 
fernen Geraden, sind parallel. 

Sind alle drei Coordinaten 
zweier solcher Ebenen ent- 
gegengesetzt bezeichnet, so lie- 
gen die Schnittpunkte aller 
drei Paare entsprechender Spu- 
ren in unendlicher Entfernung. 
Die beiden Raumebenen selbst 
schneiden sich in einer unend- 
lich fernen Geraden, d. h. sind 
zu einander parallel. 

Ist eine der drei Coordina- 
ten einer Ebene, z. B. X = oo, 
so geht die Ebene durch den 
unendlich fernen Punkt der 
entsprechenden Axe, hier OX] 
ihre Horizontal- und Vertical- 
spur sind zur Axe OX paral-- 
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welche Axen in der zweiten 
Axe der Zeichnungsebene, zu- 
sammenfallen. Da jeder solche 
in einer Projectionsebene lie- 
gende Punkt zugleich seine ei- 
gene Projection in dieser Ebene 
ist, so geht auch die entspre- 
chende Spur jeder durch ihn 
gelegten Ebene durch die be- 
treffende Projection des Punk- 
tes. — Fig. 4a, Taf. I, zeigt 
die Darstellung eines solchen 
in der Horizoutalebene liegen- 
den Punktes (^gr = 0). 



Sind zwei Goordinaten eines 
Punktes, z. B. x und y, gleich 0, 
so liegt der Punkt in zwei Pro- 
jectionsebenen, hier in der Ver- 
tical- und Kreuzrissebene, mit- 
hin auch in der zwischenlie- 
genden Axe OZ; zwei seiner 
ProjeetioneU; die Vertical- und 
Kreuzrissprojection, liegen in 
dieser Axe, während die Hori- 
zontalprojection in den Axen- 
schnittpunkt fallt. — Fig. 5 a, 
Taf. I, gibt die Darstellung eines 
solchen in der Axe OFliegen- 
• den Puuktes (a; = Ö, je? = 0). 

Der Punkt, dessen drei Goor- 
dinaten Xy y und z gleich 
sind, ist der Anfangspunkt des 
Projectionssystems, seine drei 
Projectionen fallen in dem 
Schnittpunkte der Axen der 
Zeichnungsebene zusammen. ' 



lel, mithin zu den Axen OT 
und OZ, welche in der zwei- 
ten Axe der Zeichnungsebene 
\ zusammenfallen, senkrecht. Da' 
jede solche, zu einer Axe paral- 
lele Ebene die Richtung der 
Perpendikel zu der auf dieser 
Axe senkrechten Projections- 
ebene enthält, so liegt auch ' 
die entsprechende- Projection 
{jedes in ihr liegenden Punktes 
in der betreffenden Spur der 
Ebene. — Fig. 4 b, Taf. I, zeigt 
die Darstellung einer solchen 
zur Horizontalebene senkrech- 
ten Ebene {Z = oo). 

Sind zwei Goordinaten einer 
Ebene, z. B. Xund F, gleich oc^ 
so ist die Ebene zu zwei Axen, 
hier OX und OZ, mithin zur. 
durchgelegtenProj ectionsebene, 
der Horizontalebene, parallel; 
zwei ihrer Spuren, die Verti- 
cal- und Kreuzrissspur, sind zu 
dieser Projectionsebene paral- 
lel, während die Horizontalspur 
in die unendlich ferne Gerade 
der Zeichnungsebene fällt. — 
Fig. 5 b, Taf. I, gibt die Dar- 
stellung einer solchen zur Ver- 
ticalebene parallelen Ebene 
(X = c», Z = cx)). 

Die Ebene, deren drei Goor- 
dinaten X, Y und Z gleich oo 
sind, ist die unendlich ferne 
Ebene des Raumes, ihre drei 
Spuren fallen in der unendlich 
fernen Geraden der Zeichnungs- 
ebene zusammen. 
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Ist eine der Coordinaten eines 
Punktes gleich oo, so liegt der 
Punkt in der unendlich fernen 
Ebene des Raumes, ist also 
selbst ein unendlich ferner 
Punkt, eine Richtung. 

Hierbei sind drei Fälle zu 
unterscheiden, je nachdem der 
Punkt ein beliebiger Punkt der 
unendlich fernen Ebene ist, 
in der unendlich fernen Gera- 
den einer Projectionsebene liegt, 
oder die Richtung einer Pro- 
jectionsaxe ist. Im ersten Falle 
sind alle drei Coordinaten 
des Punktes cx), im zweiten 
wird eine, im dritten Falle 
werden zwei Coordinaten un- 
bestimmt sein, während die 
beiden andern , beziehungs- 
weise die dritte Coordinate, 
oo sind. - 

Die Projectionen eines sol 
chen Punktes der unendlich 
fernen Ebene sind unendlich 
ferne Punkte, bestimmte Rich- 
tungen in der Zeichnungsebene, 
und sind im ersten Falle alle 
drei Projectionen von den Rich- 
tungen der Axen verschieden; 
im zweiten Falle sind zwei Pro- 
jectionen die Richtungen der 
in der betreffenden Projections- 
ebene liegenden Axen, die dritte 
Projection aber eine beliebige 
Richtung; im dritten Falle end- 
lich fallen zwei Projectionen 
mit der Richtung der betref- 
fenden Axe -zusammen, wäh- 



lst eine der Coordinaten einer 
Ebene gleich 0, so geht die 
Ebene durch den Anfangspunkt, 
gehört also dem Strahlenbün- 
del an, dessen Mittelpunkt der 
Anfangspunkt ist. 

Hierbei sind drei Fälle zu 
unterscheiden, je nachdem die 
Ebene eine beliebige Ebene die- 
ses Strahlenbündels ist, durch 
.eine Axe geht, oder mit einer 
der Projectionsebenen zusam- 
menfällt. Im ersten Falle 
sind alle drei Coordinaten der 
Ebene gleich 0, im zweiten wird 
eine, im dritten Falle werden 
zwei Coordinaten unbestimmt 
sein, während die beiden andern, 
beziehungsweise die dritte Coor- 
dinate, gleich sind. 



Die Spuren einer solchen 
durch den Anfangspunkt geh en- 
den Ebene sind Gerade, die 
durch den Schnittpunkt der 
Axen der Zeichnungsebene 
gehen, und sind im ersten 
Falle alle drei Spuren schief 
zu den Axen, im zweiten Falle 
liegen zwei Spuren in der Axe, 
durch welche die Ebene geht, 
die dritte Spur ist zu den Axen 
schief; im dritten Falle endlich 
sind zwei Spuren die in der 
betreffenden Proj ectionsebene 
liegenden Axen, während die 
dritte Spur, da die Ebene mit 
der betreffenden Projections- 



Digitized by VjOOQIC 



§. 12. 



Methoden der darstellenden Geometrie. 



23 



rend die dritte Projectioii; da 
alle Perpendikel zu dieser Ebene 
durch den gegebenen Punkt 
geheU; unbestimmt bleibt. 

Ist der Punkt ein beliebiger 
Punkt der unendlich fernen 
Ebene, so können von den drei, 
seine Projectionen darstellen- 
den Richtungen der Zeichnungs- 
ebene nur zwei willkürlich an- 
genommen werden, während 
die dritte durch die beiden an- 
genommenen bereits bestimmt 
erscheint. Die Auffindung der 
dritten Projection aus den bei- 
den gegebenen kann aber, da 
hier die allgemeinen Gesetze 
für den Zusammenhang der Pro- 
jectionen eines Punktes keine 
Anwendung finden, erst später, 
nach der Betrachtung der Dar- 
stellungsarten der Geraden an- 
gegeben werden. 

§. 12. Eine besondere Be- 
rücksichtigung verdienen noch 
die Darstellung und Lagenver- 
hältnisse »solcher Punkte, bei 
denen zwei oder alle drei Coor- 
dinatenwerthe numerisch gleich 
sind. Bezeichnet man einen 
Punkt,dessen Coordinaten x^=aj 
y==.6- g = c sind, kurz durch 
(a, 6, c), so bezeichnet {a^-^^a, b) 
einen Punkt,* dessen Coordina- 
tenwerthe x und y gleich gross, 
gleich oder Entgegengesetzt be- 
zeichnet sind. Alle solche 
Punkte gehören zwei ebenen 



ebene zusammenfällt , unbe- 
stimmt bleibt. 



Ist die Ebene eine beliebige 
Ebene des durch den Anfangs- 
punkt gehenden Strahlenbün- 
dels, so können von den drei, 
ihre Spuren darstellenden,durch 
den Axenschnittpunkt gehen- 
den Geraden, nur zwei willkür- 
lich angenommen werden, wäh- 
rend die dritte durch die bei- 
den angenommenen bereits be- 
stimmt erscheint. Die Auffin- 
dung der dritten Spur aus den 
beiden gegebenen kann aber, 
da hier die allgemeinen Gesetze 
für den Zusammenhang, der 
Spuren einer Ebene keine An- 
wendung finden, erst später, 
nach der Betrachtung der Dar- 
stellungsarten der Geraden an- 
gegeben werden. 

Eine besondere Berücksich- 
tigung verdienen noch die Dar- 
stellung und Lagen Verhältnisse 
solcher Ebenen, bei denen zwei 
oder alle drei Coordinaten werthe 
numerisch gleich sind. Bezeich- 
net man eine Ebene, deren 
Coordinaten X = J., Y = B, 
Z= Csind, kurz durch {Ä, B, C), 
so bezeichnet (-4, + -4, B) eine 
Ebene, deren Coordinaten Xund 
Y gleich gross, gleich oder ent- 
gegengesetzt bezeichnet sind. 
Alle solchen Ebenen gehören 
zwei Parallelstrahlenbündeln 
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Systemen an, deren Träger zwei 
durch die Axe OZ gehende und 
die Winkel der Projectionsebe- 
nen TOZ und XOZ halbirende 
Ebenen sind. Die eine dieser 
Ebenen, H, , enthält die Punkte 
von gleichem, die andere, J3,',die 
von entgegengesetztem Sinne 
der Coordinaten x und y. Eben- 
so yertheilen sich die Punkte 
(a,b, +a), deren Coordinaten 
X und gleiche numerische 
Werthehaben, in zwei durch die 
Axe OF gehende und den Win- 
kel der durch diese Axe gehen- 
den Projectionsebenen halbi- 
rende Ebenen Hy und H^] 
und endlich liegen auch die 
Punkte {by a, +a) in zwei 
durch die Axe OX gehenden 
Halbirungsebenen Hx und Hg^. 
Diese 6 Ebenen nennen wir 
die Halbirungsebenen des 
Projectionssystems, und jeder 
in einer solchen Ebene liegende 
Punkt hat von zwei Projec- 
tionsebenen gleich grosse Ab- 
stände. 

Die Punkte (a, a, a), deren 
Coordinaten alle drei gleich 
gross und im gleichen Sinne 
genommen sind, liegen in einer 
durch den Anfangspunkt gehen- 
den Geraden fi, welche als die 
gemeinsame Schnittlinie der 
Ebenen H^, Hy^ H, erscheint; 
ebenso liegen die Punkte ( — a, 
a, a) in der Durchschnittslinie 
fta; der Ebenen fip» ßy'f S,] die 



an, deren Mittelpunkte die zwei 
Richtungen der Ebene XOV 
sind, welche gegen die Axen 
dieser Ebene gleiche Neigung 
haben. Der einen dieser Rich- 
tungen, r,, geboren die Ebenen 
von gleichem, der andern, r^, die 
von entgegengesetztem Sinne 
der Coordinaten Xund Y. Eben- 
so gehen die Ebenen (A,B,+Ä)f 
deren Coordinaten X und Z 
gleiche numerische Werthe ha- 
ben, durch zwei in der Ebene 
XOZ liegende, und gegen die 
in dieser Ebene liegenden Axen 
gleich geneigte Richtungen r^ 
und Ty^] und endlich gehen 
auch die Ebenen (B, A, + A) 
durch zwei in der Ebene TOZ 
liegende, gegen die Axen gleich- 
geneigte Richtungen rajund r^f. 

Diese 6 Richtungen nennen 
wirdieRichtungen gleicher 
Neigung des Projectionssy- 
stems, und jede durch eine sol- 
che Richtung gehende Ebene 
schliesst mit zwei Projections- 
ebenen gleiche Winkel ein. 

Die Ebenen (A, A, A), deren 
Coordinaten alle drei gleich 
gross und im gleichen Sinne 
genommen sind, gehen durch 
eine unendlich ferne Gerade Qy 
sind parallel; die Stellung q 
dieser Ebenen enthält die Rich- 
tungen rsc, Ty, r, gemeinsam; 
ebenso haben die Ebenen ( — A, 
A, A) eine gemeinsame Stel- 
lung 9a?; welche die Richtungen 
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Punkte («j, — a, a) in der Durch- 
schnittslinie fty der Ebenen fla;', 
By, Hg] und die Punkte (a, 
a, — a) in der Schnittgeraden 
^^ der Halbirungsebenen H^^'j 

Diese 4 durch den Anfangs- 
punkt gehenden Geraden fi, iigg, 
(ly und /it« nennen wir die Hai - 
birung^gerad^n desProjec- 
tionssysteras ; sie sind die Träger 
von 4 Punktreihen, welche von 
den Punkten mit gleichen Ab- 
ständen von den drei Projec- 
tionsebenen gebildet werden. 

Die 8 Punkte a, h, c, d, e, f, 
g und h (Fig. 6 a, Taf. I) von 
den Coordinaten o; === + ä, 
1^ = + «, ;s; = -j-a in allen 
8 möglichen Zeichencombina- 
tionen, welche daher von allen 
drei Projectionsebenen gleiche 
Abstände haben, bilden die Eck- 
punkte eines regulären Hexa- 
eders, dessen Seitenebenen zu 
den Ebenen^ und dessen Kan- 
ten zu den Axen des Projec- 
tionssystems parallel sind. Die 
durch die Axen gehenden Ver- 
bindungsebenen je zweier ge- 
genüberliegender Kanten (Dia- 
gonalebenen)des Hexaeders sind 
die 6 Halbirungsebenen und die 
durch den Anfangspunkt gehen- 
den, zwei gegenüberliegende 
Ecken des Hexaeders verbin- 
dende Geraden sind die 4 Hal- 
birungsgeraden des Projections- 
systems. 



Vxy ry'y r,' enthält; die Stellung 
Qy der parallelen Ebenen (J., 
— A,A) enthält die Richtungen 
r^', Vy, r«', und die Stellung Qz 
der Ebenen {A^ A, — A) die 
Richtungen rj.', ry-, r,. 

Diese 4 unendlich fernen Ge- 
raden Q, 9^, Qy und Qg nennen 
wir die Stellungen gleicher 
Neigung des Projectionssy- 
stems; sie sind die Axen von 
4 Parallelebenenbüscheln, wel- 
che von den Ebenen mit glei- 
cher Neigung gegen die Pro- 
jectionsebenen gebildet werden. 

Die 8 Ebenen A, B, C, D, 
E, F, G und H (Fig. 6b, Taf. I) 
von den Coordinaten X=+ J., 
Y= + A, Z= + A, in allen 
8 möglichen "Zeichencombina- 
tionen, welche daher gegen alle 
drei Projectionsebenen gleich 
geneigt sind, bilden die Seiten- 
ebenen eines regulären Octa- 
eders, dessen Eckpunkte in den 
Axen, und dessen Kanten in 
den Ebenen des Projections- 
systems, liegen. Die in den 
Projectionsebenen liegenden, je 
zwei gegenüberliegenden paral- 
lelen Kanten des Octaeders an- 
gehörigen Richtungen sind die 
6 Richtungen, und die zwei 
gegenüberliegenden parallelen 
Seitenebenen des Octaeders an- 
gehörenden Stellungen sind die 
4 Stellungen gleicher Neigung 
im Projectionssystem. 
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Die Richtung r^ ist der in 
dci Ebene YOZ liegende un- 
endlich ferne Schnittpunkt der 
parallelen Kantenpaare A . B 
und G.H, und r^- von CD 
und F,E\ die Richtungen Vy 
und ry' liegen in dex-Ebene X.OZ 
und gehören den Eantenpaaren 
^ . D und i^. G^, bezüglich B . C 
und J^J-fl" an, während die in 
der Horizontalebene liegenden 
Richtungen r, und r,' den Kan- 
ten A.E und (7.6r, respective 
^.1^ und D.H angehören. 

Ebenso ist die Stellung q 
durch die Parallelebenen A und 
6r bestimmt, während die Stel- 
lungen Qxy Qy und Q, den Paral- 
lelebenen B und fl^ D und -F, 
C und E angehören. 
Aus dieser Darstellung ersieht man, dass die Richtungen 
«"*, i^x • • . die Richtungen der Perpendikel auf die gleich- 
bezeichneten Halbirungsebenen ergeben, während die Stel- 
lungen Qy Qx ' ' • den auf den Halbirungsgeraden ft, fio: • . . 
senkrechten Ebenen angehören. 
Die Horizontal- und Verti- Die Horizontal- und Verti- 



Die Ebene S^ verbindet die 
zur Axe OX parallelen Kan- 
tenpaare a b und gh, Hx., cd und 
fe\ die Halbirungsebenen Hy 
und Hy' gehen durch die zur 
F-Axe parallelen Kanten ad 
und fg, beziehungsweise 6 c und 
e hy während die durch die Z- Axe 
gehenden Ebenen fl, und Hg- 
die zu dieser Axe parallelen 
Kantenpaare ae und cg^ bezie- 
hungsweise hfyxnAdh verbin- 
den. 

Ebenso verbindet die Hal- 
birungsgerade fi die Eckpunkte 
a und g, während (ix, t^y, undfi, 
mit den Diagonalen hh, df und 
ce zusammenfallen. 



calprojection eines in den Ebe- 
nen Hx oder H^- liegenden 
Punktes haben von der Axe OX 
, gleiche Abstände, werden also 
nach der Vereinigung der Pro- 
jectionsebenen entweder zur 
ersten Axe der Zeichnungsebene 
symmetrisch liegen (Hx), oder 
in einen Punkt' zusammenfal- 
len (Hg/). Die Kreuzrisspro- 
jection eines solchen Punktes 
hat von den Axen OY und OZ 
gleichen Abstand, liegt also in 



calspur einer durch die Rich- 
tungen Tx oder r^ gehenden 
Ebene schliessen mit der Axe 
OX gleiche Winkel ein, wer- 
den also nach der Vereinigung 
der Projectionsebenen entweder 
zur ersten Axe der Zeichnungs- 
ebene symmetrisch liegen (rx), 
oder in eine Gerade zusammen- 
fallen {Tx'). Die Kreuzrissspur 
einer solchen Ebene schneidet 
die Axen OF und OZ in glei- 
chen Abständen vom Anfangs- 
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einer der beiden, den Axeu- 
winkel halbirenden und durch 
den Axenschnittpunkt gehenden 
Geraden. Diese beiden Geraden 
nennen wir die Halbirungsge- 
raden der Zeichnungsebene; und 
bezeichnen sie mit l) und 1;^. 



Ebenso liegen Vertical- und 
Kreuzrissprojection eines Punk- 
tes der Ebenen H^ oder H^ ent- 
weder symmetrisch zur zwei- 
ten Axe der Zeichnungsebene 
(Hz), oder sie fallen zusammen 
(J3,'), während die Horizon- 
talprojection in einer derHal- 
birungsgeraden derZeichn ungs- 
ebene liegt. 



punkte; schliesst also mit den 
beiden Axen der Zeichnungs- 
ebene gleiche Winkel ein. Die 
beiden Richtungen dieser gegen 
die Axen gleich geneigten Ge- 
raden nennen wir die Rich- 
tungen gleicher Neigung der 
Zeichnungsebene und bezeich- 
nen sie mit r und tp 

Ebenso liegen die Vertical- 
und Kreuzrissspur einer durch- 
dieRichtungenr, oderr^' gehen- 
den Ebene entweder symme- 
trisch zur zweiten Axe der 
Zeichnungsebene (r,), oder sie 
fallen zusammen (r^); während 
die Horizontalspur durch eine 
der Richtungen gleicher Nei- 
gung der Zeichnungsebene geht. 



Da die Axe OY nach der Vereinigung der Projections- 
ebenen doppelt, in der ersten und zweiten Axe der Zeichnungs- 
ebene erscheint; so finden die angegebenen Lagenverhältnisse 



bei den Horizontal- und Ver 
ticalprojectionen von Punkten 
der Ebenen Hy und jBT/ nicht 
mehr statt, sondern es liegen 
diese Projectionen in gleichen 
Abständen von der zweiten, be- 
ziehungsweise ersten Axe der 
Zeichnungsebene. DieVertical- 
projectionen liegen aber auch 
in diesem Falle in den Halbi- 
rungsgeraden der Zeichnungs- 
ebene. 

Die Projectionen von Punk- 
ten der 4 Punktreihen (i, ^a, 
fiy, fi« haben von beiden Axen 
der Zeichnungsebene ^ wegen 
der gleich grossen Coordina- 



bei den Horizontal- und Ver- 
ticalspuren von Ebenen, die 
durch die Richtungen Ty und 
Ty' gehen, nicht mehr statt, son- 
dern es schliessen diese Spuren 
gleiche Winkel mit der zwei-, 
ten, beziehungsweise ersten Axe 
der Zeichnungsebene ein. Die 
Verticalspuren gehen aber auch 
in diesem Falle durch die Rich- 
tungen gleicher Neigung der 
Zeichnungsebene. 

Die Spuren von Ebenen der 
4 Ebenenbüschel q, Qa;, Qp, Q» 
sind gegen die beiden Axen der 
Zeichnungsebene , wegen der 
gleich grossen Coordinaten- 
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tenwerthe, gleiche Abstände, 
sie liegen daher alle in den Hal- 
birungsgeraden der Zeichnungs- 
ebene, und zwar in gleichen 
Abständen vom Anfangspunkte. 
Berücksichtigt man die Ver- 
einigung der Proj ectionsebenen, 
so findet man im Besondern, 
dass die Horizontal- und Ejreuz- 
rissprojection eines Punktes der 
^Punktreihe [i in derselben Hal- 
birungsgeraden 1^ auf verschie- 
denen Seiten vom Anfangs- 
punkte liegen, während die 
Verticalprojection in der zwei- 
ten Halbirungsgeraden 1^^ liegt. 
Bei einem Punkte der Punkt- 
reihe fi-t fallen die Vertical- und 
Kreuzriss-, bei einem Punkte 
der Reihe (i» die Horizontal- 
und Verticalprojection in einen 
Puukt der Halbirungsgeraden f) 
zusammen, während bei einem 
Punkte der Punktreihe fiy alle 
drei Projectionenin einen Punkt 
der Geraden X)^ zusammenfallen. 
— Fig. 7 a, Taf. H, zeigt die 
Darstellung eines Punktes des 
ebenen Systems fl,-, und Fig. 8a, 
Taf. n, die eines solchen der 
Punktreihe fia als Beispiel. 



§. 13. Eine Gerade in der 
einen Proj ectionsebene, alsPro- 
jection irgend einer Baumge- 
geraden, bestimmt die letztere 
nur so weit, als sie dem ebe- 
nen System angehören muss, 



werthe, gleich geneigt, sie gehen 
daher alle durch die Richtungen 
gleicher Neigung der Zeich- 
nungsebene, und zwar in glei- 
chen Abständen vom Anfangs- 
punkte. Berücksichtigt man 
die Vereinigung det Projec- 
tionsebenen, so findet man im 
Besondem, dass die Horizon- 
tal - und Kreuzrissspur einer 
Ebene des Ebenenbüschels q 
dieselbe Richtung r haben und 
auf verschiedenen Seiten vom 
Anfangspunkte liegen, während 
die Verticalspur durch die zweite 
Richtung gleicher Neigung tj 
geht. Bei einer Ebene des Ebe- 
nenbüschels Qa fallen die Ver- 
tical- und Kreuzriss-, bei einer 
Ebene des Büschels q^ die Hori- 
zontal- und Verticalspur in einer 
durch die Richtung r gehenden 
Geraden zusammen, während 
bei einer Ebene des Ebenen- 
büschels Qy alle drei Spuren 
in eine durch die Richtung t] 
gehende Gerade zusammen- 
fallen. — Fig. 7 b, Taf. H, zeigt 
die Darstellung einer Ebene 
des Strahlenbündels r,', und 
Fig. 8 b, Taf. H, die einer sol- 
chen des Ebenenbüschels q^ als 
Beispiel. 

Ein Punkt in der einen Pro- 
j ectionsebene, als Spur irgend 
einer Raumgeraden, bestimmt 
die letztere nur so weit, als 
sie dem Strahlenbündel ange- 
hören muss, dessen Mittelpunkt 
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dessen Trager die durch die 

angenommene Gerade gelegte 
Normalebene zur Projections- 
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der angenommene Punkt in der 
Projectionsebene ist. Zur voll- 
standigen Bestimmung der Ge- 



ebene (projicirende Ebene) ist. raden muss also noch eine 
Zur vollständigen Bestimmung ; zweite Spur der Geraden, der 



der Geraden muss aJso noch 
eine zweite Projection, und mit- 
bin auch die durch die Baum- 
gerade zu einer zweiten Projec- 
tionsebene geführte Normal- 
ebene gegeben sein. In der 
Schnittlinie dieser beiden Nor- 
malebeneu; als der beiden ebe- 
nen Systemen angehörigen Ge- 
raden, ist die Lage der Raumge- 
raden unzweifelhaft bestimmt. 
Legt man durch diese Schnitt- 
linie eine Normalebene Äur drit- 
ten Projectionsebene, so be- 
stimmt dieselbe die dritte Pro- 
jection der Geraden. Zwei 
Proj ectionen einer Geraden kön- 
nen also stets willkürlich an- 
genommen werden; durch die- 
selben ist aber die Gerade im 
Räume und daher auch die noch 
fehlende Projection bestimmt. 
Die Proj ectionen irgend eines 
Punktes der Geraden liegen in 
den Proj ectionen der Geraden. 
Um aus zwei gegebenen oder 
willkürlich angenommenenPro- 
j ectionen einer Geraden die 
dritte zugehörige Projection 
derselben zu finden, nimmt man 
in den gegebenen Proj ectionen 
der Geraden die zusammenge- 
hörigen Proj ectionen zweier 
Punkte an ; bestimmt man dann 



Punkt, den sie mit einer zwei- 
ten Projectionsebene gemein- 
sam hat, gegeben sein. Jn der 
Verbindungslinie dieser beiden 
Spuren, als der beiden Strah- 
lenbündeln angehörigen Gera- 
den, ist die Lage der Raumge- 
raden unzweifelhaft bestimmt. 
Sucht man den Schnittpunkt 
dieser Verbindungsgeraden mit 
der dritten Projectionsebene, so 
bestimmt derselbe die dritte 
Spur der Geraden. Zwei Spu- 
ren einer Geraden können also 
stets willkürlich angenommen 
werden ; durch dieselben ist aber 
die Gerade im Räume und da- 
her auch die noch fehlende 
Spur bestimmt. Die Spuren 
irgend einer durch die Gerade 
gelegten Ebene gehen durch 
die Spuren der Geraden. 



Um aus zwei gegebenen oder 
willkürlich angenommenenSpu- 
ren einer Geraden die dritte 
zugehörige Spur derselben zu 
finden, legt man durch die ge- 
gebenen Spuren der Geraden 
die zusammengehörigenSpuren 
zweier durch die Gerade gehen- 
der Ebenen ; bestimmt man dann 
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die zugehörigen dritten Pro- 
jectionen dieser beiden Punkte, 
so ist die Verbindungsgerade 
derselben die gesuchte dritte 
Projection der Geraden. 

Bei der praktischen Durch- 
führung dieser Construction ist 
es am günstigsten, die Durch- 
schnittspunkte der Geraden mit 
den Halbirungsebenen H^f und 
Ht^ zu wählen, da bei allen 
Punkten dieser Ebenen je zwei 
Projectionen zusammenfallen, 
während die dritte in der Hal- 
birungsgeraden 1}^ der Zeich- 
nungsebene liegt. Sind z. B. 
(Fig. 9a, Taf. II) a und a 
die Horizontal- und Vertical- 
projection einer Geraden a, und 
soll die Kreuzrissprojection a" 
derselben gefunden werden, so 
nimmt man in a und a' die 
Horizontal - und Verticalpro- 
jectionen der oben erwähnten 
Schnittpunkte an, und sucht 
die Kreuzrissprojectionen der- 
selben. 

Die Horizontal- und Verti- 
calprojection a und a' des 
Schnittpunktes der Geraden mit 
der Ebene H^^ fallen zusam- 
men, sie liegen also in dem 
Schnittpunkte der beiden Pro- 
jectionen a und «" der gegebe- 
nen Geraden; die dritte Pro- 
jection a!" dieses Punktes liegt 
in der Senkrechten von d' zur 
zweiten Axe der Zeichnungs- 
ebene, in der Halbirungsgera- 



die zugehörigen dritten Spuren 
dieser beiden Ebenen, so ist 
der Durchschnittspunkt dersel- 
ben die gesuchte dritte Spur 
der Geraden. 

Bei der praktischen Durch- 
führung dieser Construction ist 
es am günstigsten, die. durch 
die Gerade und die Richtungen 
gleicher Neigung Vx' und r^' 
gelegten Ebenen zu wählen, 
da bei allen durch diese Rich- 
tungen gehenden Ebenen je 
zwei Spuren zusammenfallen, 
während die dritte durch die 
Richtung gleicher Neigung r, 
in der Zeichnungsebene geht. 
Sind z. B. (Fig. 9b, Taf. H) 
«j und «2 die Horizontal- und 
Verticalspur einer Geraden a, 
und soll die Kreuzrissspur «3^3 
derselben gefunden werden, so 
zieht man durch «^ und a^ die 
Horizontal- und Verticalspuren 
der oben erwähnten Ebenen, 
und sucht die Kreuzrissspuren 
derselben. 

Die Horizontal' und Verti- 
calspur A^ und A2 der durch 
die gegebene Gerade und die 
Richtung r^' gelegten Ebene 
fallen zusammen, sie bilden 
also die Verbindungsgerade der 
beiden Spuren a^ und «j der 
gegebenen Geraden; die dritte 
Spur A^ dieser Ebene schneidet 
die zweite Axe der Zeichnungs- 
ebene mit A2 in demselben 
Punkte, und geht durch die 
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den I), derselben. Der Durch- 



schnittspunkt b der Geraden 
mit der Ebene H»' hat seine 
Horizontalprojection V in der- 
selben HalbirungsgeradeU; wäh- 
rend seine Verticalprojection 
&" mit der Kreuzrissprojection 
V" Aisammenfällt. Die Ver- 
bindungsgerade der Punkte a'" 
und 6'" gibt die gesuchte Kreuz- 
rissprojection «'" der angenom- 
menen Geraden. Auf ganz ana- 
loge Weise bestimmt man die 
Horizontal- oder Verticalpro- 
jection einer Geraden, wenn 
die beiden andern Projectionen 
gegeben sind. 

Mit Hülfe dieser Constructionen sind 
Stande die früher ei'wähnten Aufgaben: 



Richtung ti in derselben. Die 
durch die Gerade und die Rich- 
tung r/ gelegte Ebene B hat 
ihre Horizontalspur B^ parallel 
zu A^, während ihre Vertical- 
spur B^ mit der Kreuzrissspur 



JBg zusammenfällt: Der Schnitt- 
punkt der Geraden -^.3 und B^ 
gibt die gesuchte Kreurissspur 
«3 der angenommenen Geraden. 
Auf ganz analoge Weise be- 
stimmt man die Horiy.ontal- 
oder Verticabpur einer Gera- 
den, wenn die beiden andern 
Spuren gegeben sind. 



wir nun auch im 



Zu zy^ei gegebenen Projec- 
tionen eines unendlich fernen 
Punktes a soll die dritte Pro- 
tection desselben gefunden wer- 
den, aufzulösen. Man legt durch 
den Punkt a eine beliebige Ge- 
rade a, von welcher zwei Pro- 
jectionen durch die gegebenen 
Richtungen, die Projectionen 
des Punktes, gehen müssen; 
bestimmt man die dritte Pro- 
jection dieser Geraden, so ist 
der unendlich ferne Punkt, die 
Richtung derselben, die gesuchte 
dritte Projection des gegebenen 
Punktes. (Fig. 10a, Taf. H.) 



Zu zwei gegebenen Spuren 
einer durch den Anfangspunkt 
gehenden Ebene A soll die 
dritte Spur derselben gefunden 
werden, aufzulösen. Man zieht 
in der Ebene A eine beliebige 
Gerade a, von welcher zwei 
Spuren in den gegebenen Spu- 
ren der Ebene liegen müssen; 
bestimmt man die dritte Spur 
dieser Geraden, so ist die Ver- 
bindungsgerade derselben mit 
dem Schnittpunkte der Axen 
die gesuchte dritte Spur der 
gegebenen Ebene. (Fig. 10b, 
Taf. H.) 



Wie die Gerade in der geometrischen Raumanschauung 
eine doppelte Betrachtungsweise zulässt, und zwar als Träger 
der Punktreihe und als Axe des Ebenenbüschels, so ist auch 
entsprechend ihre Darstellungsart eine doppelte, durch Pro- 



Digitized by VjOOQIC 



32 



Methoden der darstellenden Greometrie. 



§. 13. 



jection und Spi^r. Die Projectionen einer Geraden sind nichts 
anderes, als der Inbegriff der Projectionen aller Punkte, deren 
Träger die Gerade ist-, sowie die Spuren derselben den Spuren 
aller Ebenen des Ebenenbüschels angehören, dessen Ate die 
Gerade ist. Aus der einen Darstellungsart der Geraden lässt 
sich die andere leicht entwickeln, so dass, wenn die Pro- 
jectionen der* Geraden gegeben sind, leicht die Spuren, und 
umgekehrt aus den gegebenen Spuren die Projectionen be- 
stimmt werden können. 



Sind die drei Projectionen 
a, a" und «'" (Fig. 1 1 a, Taf. II) 
einer Geraden, von welchen 
zwei willkürlich angenommen 
werden können, die dritte aber 
bestimmt werden muss, gege- 
ben , so findet man die Spuren 
dieser Geraden durch Bestim- 
mung! der Spuren der durch 
die Geraden gelegten drei proji- 
cirenden Ebenen. Die Hori- 
zontalprojection a der Gera- 
den ist die Schnittlinie der 
durch die Gerade zur Horizon- 
talebene normal gelegten Ebene 
H mit dieser Projectionsebene, 
mithin die Horizontalspur H^ 
dieser Ebene; die Vertical- und 
Kreuzrissspur H^, H^ dersel- 
ben findet man leicht, da sie, 
nach dem Frühem, durch die 
Schnittpunkte der Horizontal- 
spur mit den Axen OX und 
OF gehen, und zu diesen Axen 
senkrecht sein müssen. Eben- 
so ist a" die Verticalspur Fg 
der zur Verticalebene norma- 
len, projicirenden Ebene V der 
Geraden, aus welcher die Hori- 
zontal- und Kreuzrissspur Fj 



Sind die drei Spuren «,, a^ 
und «3 (Fig. 11 b, Taf. II) einer 
Geraden, von welchen zwei 
willkürlich angenommen wer- 
den können, die dritte aber be- 
stimmt werden muss, gegebien, 
so findet man die Projectionen 
dieser Geraden durch Bestim- 
mung sier Projectionen der drei 
Schnittpunkte der Geraden mit 
den Projectionsßbenen. Die 
Horizontalspur a, der Geraden 
ist der Schnittpunkt h dersel- 
ben mit der Horizontalebene,, 
mithin auch die Horizontal- 
projection Ji dieses Punktes; 
die Vertical- und Kreuzriss- 
projection Ä", Ä"' desselben 
findet m^rU leicht, da sie, uach 
dem Frühern, in den von der 
Horizontalprojection zu den 
Axen OX und OY gefällten . 
Senkrechten, in diesen Axen 
liegen müssen. Ebenso ist a^ 
die Verticälprojection v' des 
in der Verticalebene liegenden 
Punktes v der Geraden, aus 
welcher die Horizontal- und 
Kreuzrissprojection v, xl" ge- 
funden werden können. Aus 
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und F3 gefunden werden kön- 
nen. Aus der Kreuzrissprojec- 
tion d" der Geraden ergeben 
sieh in gleicher Weise die drei 
Spuren Z", , K,^^ K^ der zur 
Kreuzrissebene proj icirenden 
Ebene K der Geraden. Wir 
erhalten so die Spuren von drei 
durch die Gerade gelegten 
Ebenen fi, F, K^ und die ge- 
meinsamen Schnittpunkte aer 
gleichbezeichneten Spuren die- 
ser drei Ebenen geben die ent- 
sprechenden Spuren der Ge- 
raden. 

Da schon durch die Spuren 
zweier von diesen drei Ebenen 
Hy Vy Ky welche durch zwei 
gegebene Projectiouen der Ge- 
raden bestimmt sind, sich die 
Spuren derGeraden a als Schnitt- 
punkte zweier Geraden ergeben, 
und aus den Spuren umgekehrt 
die noch fehlende dritte Projec- 
tion der Raumgeraden gefunden 
werden kann; so kann dieses 
Verfahren auch statt des früher 
gegebenen benützt werden, um 
aus zwei gegebenen Projec- 
tionen einer Geraden die dritte 
zu finden. 

Diese Bestimmungsweisen 



der Ereuzrissspur a^ der Ge- 
raden ergeben sich in gleicher 
Weise die drei Projectionen 
Je, Tc\ Je" des in der Kreuz- 
rissebene liegenden Punktes Je 
der Geraden. Wir erhalten so 
die Projectionen von drei in 
der Geraden liegenden Punkten 
Ji, V, Je, und die gemeinsamen 
Verbindungsgeraden der gleich- 
bezeichneten Projectionen die- 
ser drei Punkte geben die ent- 
sprechenden Projectionen der 
Geraden. 

Da schon durch die Projectio- 
nen zweier von diesen drei Punk- 
ten Ä, V, Je, welche durch zwei 
gegebene Spuren der Geraden 
bestimmt sind, sich die Projec- 
tionen der Geraden a als die Ver- 
bindungslinien zweier Punkte 
ergeben, und aus den Projec- 
tionen umgekehrt die noch 
fehlende dritte Spur der Baum- 
geraden gefunden werden kann ; 
so kann dieses Verfahren auch 
statt des früher gegebenen be- 
nützt werden, um aus zwei 
gegebenen Spuren einer Ge- 
raden die dritte zu finden, 
werden sich besonders dann 



mit Vortheil anwenden lassen, wenn sowohl die Projectionen, 
als auch die Spuren einer Geraden gebraucht werden. 



§. 14. Eine Gerade im Räume 
ist entweder zu keiner, zu einer 
oder zu zwei Projectionsebenen 
parallel. 

Ist die Gerade zu allen drei 

Kl ekler, darstell. Geometrie. 



Eine Gerade im Räume geht 
entweder durch keine, durch 
eine oder durch zwei Projec- 
tionsaxen. 

Schneidet die Gerade keine 
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Projectionsebenen geneigt, so 
sind auch alle drei Projeetionen 
derselben gegen die Axen der 
Zeichnungsebene geneigt. 

Ist die Gerade zu einer Pro- 
jectionsebene parallel^ so fallen 
die zu den beiden andern Pro- 
jectionsebenen proJLcirenden 
Ebenen der Geraden in eine ein- 
zige, zur zwischenliegenden Axe 
senkrechte Ebene zusammen. 
Die Gerade ist also durch ihre 
beiden Projeetionen auf diese 
Ebenen nicht bestimmt. 

Liegt die Gerade parallel zur 
Horizontalebene, so fallen ihre 
Vertical- und Kr^uzrissprojec- 
tiou in dieselbe, zur zweiten 
Axe der Zeichnungsebene senk- 
rechte Gerade; ist sie parallel 
zur Kreuzrissebene, so sind 
Horizontal*- und Verticalpro- 
jection in derselben Senkrech- 
ten zur ersten Axe vereinigt. 
Ist die Gerade hingegen zur 
Verticalebeue parallel, so fallen 
Horizontal- und Kreuzrisspro- 
jection nicht mehr zusammen, 
sondern sie erscheinen, wegen 
der doppelten Drehung der 
Y-Axe, als zwei in gleichen 
und gleichbezeichneten Abstän- 
den zu der ersten und zweiten 
Axe der Zeichnungsebene ge- 
zogene Parallele. Von den Spu- 
ren einer solchen Geraden ist 
eine immer ein unendlich ferner 
Punkt, die Richtung der ent- 
sprechenden Projection der 6e- 



der drei Projectionsaxen, so 
liegt auch keine der drei Spuren 
derselben in einer der Axen 
der Zeichnungsebene. 

Schneidet die Gerade eine 
der Projectionsaxen, so fallen 
die Spuren der Geraden in den 
diese Axe einschliessenden Pro- 
jectionsebenen in einem Punkte 
dieser Axe zusammen. Die Ge- 
rade ist also durch ihre beiden 
Spuren in diesen Ebenen nicht 
bestimmt. 

Schneidet die Gerade die Axe 
OZ, so fallen ihre Vertical- 
und Kreuzrissspur in denselben 
Punkt der zweiten Axe der 
Zeichnungsebene ; schneidet sie 
die Axe OX, so sind Hori- 
zontal- und Verticalspur in 
demselben Punkte der ersten 
Axe vereinigt. Geht die Ge- 
rade hingegen durch einen 
Punkt der Axe OY, so fallen 
Horizontal- und Kreuzrissspur 
nicht mehr zusammen, sondern 
sie erscheinen, wegen der dop- 
pelten Drehung der Z-Axe, als 
zwei in gleichen und gleich- 
bezeichneten Abständen vom 
Anfangspunkt gelegene Punkte 
der ersten und zweiten Axe 
der Zeichnungsebene. Von den 
Projeetionen einer solchen Ge- 
raden geht eine immer durch 
den Schnittpunkt der Axen, 
während die beiden andern sich 
in einem Punkte der zwischen- 
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raden, während die beiden an- 
dern in einer Senkrechten zur 
zwischenliegenden Axe liegen. 
Fig. 12a (Taf. II) gibt die Dar- 
stellung einer solchen zur Hori- 
zontalebene parallelen Geraden. 

Ist die Gerade zu zwei Pro- 
jectionsebenen, d. i. zu einer 
Axe, parallel, so ist sie auf 
der dritten senkrecht; ihre 
Projection auf diese Ebene ist, 
da alle Perpendikel ihrer Punkte 
mit der Geraden zusammen- 
fallen, ein Punkt; ihre beiden 
andern Projectionen stehen auf 
den in dieser Projectionsebene 
liegenden Axen senkrecht. Von 
den Spuren einer solchen Ge- 
raden liegen zwei im unendlich 
fernen Punkt der zur Geraden 
parallelen Axe; die dritte fallt 
mit der als Punkt erscheinen- 
den Projection der Geraden 
zusammen. Fig. 13 a (Taf. III) 
zeigt die Darstellung einer sol- 
chen zur Horizontalebene senk- 
rechten Geraden. 

Liegt die Gerade a in un- 
endlicher Entfernung, ist sie 
eine bestimmte Stellung, so 
fallen ihre drei Projectionen 
in der unendlich fernen Ge- 
raden der Zeichnungsebene zu- 
sammen. Ihre drei Spuren sind 
drei unendlich ^eme Punkte 
(Richtungen), von welchen zwei 
willkürlich angenommen wer- 
den können. Zur Bestimmung 
der dritten Spur legt man durch 



liegenden Axe schneiden. Fig. 
12b (Taf. II) gibt die Dar- 
stellung einer solchen, durch 
die Axe OZ gehenden Geraden. 



Schneidet die Gerade zwei 
Projectionsaxen, so liegt sie in 
der durch dieselben gehenden 
Projectionsebene ; ih^e Spur in 
dieser Ebene ist, da alle ihre 
Punkte in derselben liegen, die 
Gerade selbst; ihre beiden an- 
dern Spuren liegen in den in 
dieser Projectionsebene befind- 
lichen Axen. Von den Pro- 
jectionen einer solchen Ge- 
raden fallen zwei mit den 
Axen der Projectionsebene, in 
welcher die Gerade liegt, zu- 
sammen; die dritte ist die Ge- 
lade selbst, welche hier auch 
zugleich als ihre Spur in dieser 
Ebene erscheint. Fig. 13 b 
(Taf. III) zeigt die Darstel- 
lung einer solchen in der Hori- 
zontalebene liegenden Geraden. 

Geht die Gerade a durch den 
Anfangspunkt des Projections- 
systems, so fallen ihre drei 
Spuren in dem Schnittpunkte 
der Axen zusammen. Ihre drei 
Projectionen sind drei durch 
den Axenschnittpunkt gehende 
Gerade, von' welchen zwei will- 
kürlich angenommen werden 
können. Zur Bestimmung der 
dritten Projection nimmt man 
in dieser Geraden einen Punkt 
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diese unendlich ferne Gerade 
eine Ebene Äy von welcher 
zwei Spuren durch die ange- 
nommenen Richtungen^ Spuijen 
der Geraden, gehen müssen; 
bestimmt man nun die dritte 
Spur dieser Ebene auf bekannte 
W^ise, so ist der unendlich 
ferne Punkt, die Bichtung, der- 
selben di^ gesuchte dritte Spur 
der Geradßn (Fig. 14 a, Taf. EI). 

§. 15. Ist eine Gerade als 
Träger einer Punktreihe ge- 
geben, so liegen die Projec- 
tionen aller Punkte der Reihe 
in den Projectionen dieser Ge- 
raden, und bilden so drei Punkt- 
reihen in der Zeichnungsebene, 
deren Träger die Projectionen 
der Gferaden sind. 

Diese drei Punktreihen sind 
so auf einander bezogen, dass 
jedem Punkte der eysten Reihe, 
als der Horizontalprojection 
eines Punktes der Reihe im 
Räume, je ein Punkt der zwei- 
ten und dritten Reihe, die zu- 
gehörige Vertical- und Kreuz- 
rissprojection des Punktes ent- 
sprechen. 

Je zwei sich entsprechende 
Punkte der ersten und zweiten, 
sowie der zweiten und dritten 
Reihe liegen in einer Senkrech- 
ten zu den Axen der Zeichnungs- 
ebene, und die gemeinsamen 
Schnittpunkte dieser Reihen 
sind, als die zusammenfallenden 
Projectionen der Schnittpunkte | 



a an, von welchem zwei Pro- 
jectionen in den angenomme- 
nen Projectionen der Geraden 
liegen müssen; bestimmt man 
nun die dritte Projection die- 
ses Punktes auf bekannte Weise, 
so ist die Verbindungslinie der- 
selben mit dem Axenschnitt- 
punkte die gesuchte dritte Pro- 
jection der Geraden (Fig. 14 b, 
Taf. IE). . 

Ist eine Gerade als Axe eines 
Ebenenbüschels gegeben, so 
gehen die Spuren aller Ebenen 
dieses Büschels durch die Spu- 
ren dieser Geraden, und bilden 
so drei Strahlenbüschel in 
der Zeichnungsebene, deren 
Mittelpunkte die Spuren der 
Geraden sind. 

Diese drei Strahlenbüschel 
sind so auf einander bezogen, 
dass jedem Strahle des ersten 
Büschels, als der Horizontal- 
spur einer Ebene des Ebenen- 
büschels, je ein Strahl des 
zweiten und dritten Büschels, 
die zugehörige Vertical- und 
Kreuzrissspur der Ebene ent- 
sprechen. 

Je zwei sich entsprechende 
Strahlendes ersten und zweiten, 
sowie des zweiten und dritten 
Büschels schneiden sich in den 
Axen der Zeichnungsebene, 
und .die gemeinsamen Strahlen 
dieser Büschel sind, als die zu- 
sammenfallenden Spuren der 
durch die Gerade und die Rich- 
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der Geraden mit den Ebenen JBTa.' 
und H^'y einander entsprechende 
Punkte. 

Zwei so auf einander be- 
zogene Punktreihen nennt man 
projectivisch (%\ und in der 
speciellen Lage^ dass die Ver- 
bindungsgeraden entsprechen- 
der Punkte sich in einem Punkte 
schneiden^ perspectiv! seh 
gelegen. 

Ist die Gerade zur Ebene 
YOZ oder XOT parallel, so 
fallen die Träger der ersten 
und zweiten, beziehungsweise 
der zweiten und dritten Punkt- 
reihe in derselben Geraden zu- 
sammen, die beiden projectivi- 
schen Ponktreihen sind in einem 
Träger vereinigt. Von den ent- 
sprechenden Punkten dieser in 
demselben Träger vereinigten 
Punktreihen, welche mit Hülfe 
der dritten Projection der Ge- 
raden leicht bestimmt werden 
können, fallen zwei Paare zu- 
sammen, nämlich die Projec- 
tionen des Schnittpunktes der 
Geraden mit der Halbirungs- 
ebene H^:', beziehungsweise H^y 
und die unendlich fernen Punkte 
beider Reihen, als die Projec- 
tionen des unendlich fernen 
Punktes der Punktreibe im 
Räume. (Fig. 15 a, Taf. III.) 

Liegt die Gerade in unend- 
licher Entfernung, so sind die 
Projectionen ihrer Punkte be- 



tungen Tjc' und r,' gelegten 
Ebenen, einander entsprechende 
Strahlen. 

Zwei so auf einander be- 
zogene Strahlenbüschel nennt 
man projectivisch (sr), und 
in der speciellen Lage, dass die 
Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen in einer Geraden He- 
gen, perspectivisch gele- 
gen. 

Schneidet die Gerade die 
Axe OX oder OZ, so fallen 
die Mittelpunkte des ersten und 
zweiten, beziehungsweise des 
zweiten und dritten Strahlen- 
büschels in demselben Punkte 
zusammen, die beiden projec- 
tivischen Strahlenbüschel sind 
concentrisch. Von den ent- 
sprechenden Strahlen dieser 
beiden concentrischen Strahlen- 
büschel, welche mit Hülfe der 
dritten Spur der Geraden leicht 
bestimmt werden können, fal- 
len zwei Paare zusammen, näm- 
lich die Spuren der durch die 
Gerade und die Richtung r^', 
beziehungsweise r,', gelegten 
Ebene, und die durch den ge- 
meinsamenMittelpunktgehende 
Axe, als die zusammenfallen- 
den Spuren der durch den An- 
fangspunkt gehenden Ebene 
des Ebenenbüschels. (Fig. 15 b, 
Taf. m.) 

Geht die Gerade durch den 
Anfangspunkt, so gehen die 
Spuren aller durch sie gelegten 
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stimmte ßichtungeu iu der 
Zeichnungsebene, und die un- 
endlich ferne Gerade der Zeich- 
nungsebene ist der gemeinsame 
Träger der drei projecti vischen 
Punktreihen. Die Gerade selbst, 
der Träger der Punktreihe, 
kann nur durch ihre Spuren, 
drei unendlich ferne Punkte 
(Richtungen) bestimmt werden. 

Um zu einer angenommenen 
Projection (Richtung) eines 
Punktes a dieser unendlich fer- 
nen Punktreihe die zugehörigen 
andern Projectionen zu finden, 
legt man durch die gegebene 
Gerade a eine Ebene Ä (deren 
Spuren durch die Spuren der 
Geraden gehen müssen) und 
zieht in derselben eine Gerade 
/3, deren eine Projection durch 
die angenommene Richtung, 
Projection des Punktes, geht. 
Bestimmt man die beiden an- 
dern Projectionen der Geraden 
ß so, dass dieselbe in der an- 
genommenen Ebene Ä liegt, 
so sind die Richtungen, die un- 
endlich fernen Punkte, dieser 
Projectionen die gesuchten Pro- 
jectionen. (Fig. 16 a, Taf. III.) 

Liegt die Gerade in der 
Ebene fl^' oder fl,-, so fallen 
ihre Horizontal- und Vertical-, 
beziehungsweise Vertical- und 
Ereuzrissprojection zusammen; 
in diesen zwei so vereinigten 
Punktreihen fallen aber auch 
alle entsprechenden Punkte zu- 



Ebenen, durch den Axenschnitt- 
punkt, und dieser Punkt ist 
auch der gemeinsame Mittel- 
punkt der jjirei projecti vischen 
Strahlenbüschel. Die Gerade 
selbst, die Axe des Ebenen- 
büschels, kann nur durch ihre 
Projectionen, drei durch den 
Schnittpunkt der Axen gehende 
Gerade, bestimmt werden. 

Um zu einer angenommenen 
Spur einer Ebene Ä dieses 
durch die Gerade gehenden 
Ebenenbüschels die zugehörigen 
andern Spuren zu finden, nimmt 
man in der gegebenen Geraden 
a einen Punkt ^ an (dessen 
Projectionen in den Projec- 
tionen der Geraden liegen müs- 
sen) und legt durch denselben 
eine Gerade ß, deren eine Spur 
in der angenommenen Spur 
der Ebene liegt. Bestimmt man 
die beiden andern Spuren der 
Geraden ß so, dass dieselbe 
durch den angenommenen 
Punkt a geht, so sind die Ver- 
bindungslinien dieser Spuren 
mit dem Schnittpunkt der Axen 
die gesuchten Spuren. (Fig. 16 b, 
Taf. III.) 

Geht die Gerade durch die 
Richtungen r^;' oder r,-, so fal- 
len ihre Horizontal- und Verti- 
cal-, beziehungsweise Vertical- 
und Kreuzrissspur zusammen; 
in diesen zwei concentrischen 
Strahlenbüscheln fallen aber 
auch alle entsprechenden Strah- 
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sammeu. Der Träger den drit- 
ten Punktreihe, die dritte Pro- 
jection der Geraden, ist die 
Halbirungsgerade I},. 



len zusammen. Der Mittelpunkt 
des dritten Strahlenbüschels, 
die dritte Spur der Geraden, 
ist die Richtung r^. 



§. 16. Der Strahlenbüschel, der durch seinen Mittelpunkt 
und seinen Träger gegeben ist, erscheint als Element, sowohl 
des durch seinen -Mittelpunkt gehenden Strahlenbündels ^ als 
auch des in seineni Träger liegenden ebenen Systems ; er lässt 
daher eine doppelte Darstellungsweise zu: durch die^Projec- 
tionen und die Spuren seiner Geraden. Die Projectionen aller 
Geraden eines Strahlenbüschels gehen durch die entsprechenden 
Projectionen des Mittelpunktes und bilden drei projectivische 
Strahlenbüschel; die Spuren der Geraden des Büschels liegen 
in den entsprechenden Spuren seines Trägers und bilden drei 
projectivische Punktreihen in der Zeichnungsebene. Die weitern 
Beziehungen zwischen diesen Darstellungsarten können aber 
erst bei Betrachtung der Darstellung des Strahlenbündels und 
des ebenen Systems gegeben werden. 



§. 17. Ist eine Ebene im 
Baume, als Träger eines ebe- 
nen Systems durch ihre Spuren 
gegeben, so liegen die Spuren 
jeder Geraden dieses ebenen 
Systems in den Spuren der 
gegebenen Ebene; die Projec- 
tionen einer solchen Geraden 
bestimmen sich aus den ange- 
nommenen Spuren derselben. 
Soll ein Punkt dieses ebenen 
Systems dargestellt werden, so 
ist dies nur mit Hülfe einer 
Geraden möglich, die durch 
den darzustellenden Punkt geht. 
Die Spuren dieser Hülfsgeraden 
liegen in den Spuren der ge- 
gebenen Ebene; aus diesen 
Spuren lassen sich die Projec- 
tionen der Geraden bestimmen, 
in welchen die Projectionen 



Ist ein Punkt im Baume, 
als Mittelpunkt eines Strahlen- 
bündels durch seine Projec- 
tionen gegeben, so gehen die 
Projectionen jeder Geraden 
dieses Strahlenbündels durch 
die Projectionen des gegebenen 
Punktes; die Spuren einer sol- 
chen Geraden bestimmen sich 
aus den angenommenen Pro- 
jectionen derselben. Soll eine 
Ebene des Strahlenbündels dar- 
gestellt werden, so ist dies nur 
mit Hülfe einer Geraden mög- 
lich, die in der. darzustellenden 
Ebene liegt. Die Projectionen 
dieser Hülfsgeraden gehen durch 
die Projectionen des gegebe- 
nen Punktes; aus diesen Pro- 
jectionen lassen sich die Spu- 
ren der Geraden bestimmen, 
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des gesuchten Punktes liegen 
müssen. 

Sindz.B.(Fig. 17 a, Taf.IlI) 
A^j Ä2, Ä^ die Spuren einer 
Ebene und a die Horizontal- 
projection eines Punktes, der 
in der Ebene Ä liegen soll, 
und dessen Vertical- und Kreuz- 
rissprojeetion zu bestimmen 
sind, so zieht man in der 
Ebene A eine Gerade a, deren 
Horizontalprojection a\ damit 
diese Gerade durch den zu be- 
stimmenden Punkt a gehen 
kann, durch die Horizontal- 
projection a' dieses Punktes 
gehen muss. Die Hülfsgerade 
a muss nun in der Ebene A 
und in der durch a gehenden, 
zur Horizontalebene projiciren- 
den Ebene H liegen. Da die 
Ebene S zur Horizontalebene 
senkrecht ist, so ist die Hori- 
zontalspur i/| derselben «('selbst, 
während ihre Vertical- und 
Kreuzrissspur fij ^^^ ^3 ^^f 
-den Axen OX und 0¥ senk- 
recht sind. Die Schnittpunkte 
der gleichbezeichneten Spuren 
der Ebenen A und S geben 
die Spuren dieser Hülfsgeraden, 
aus welchen die Projectionen 
a" und «'" derselben bestimmt 
werden können. Die gesuchten 
Projectionen a" und a" des 
Punktes sind dann durch die 
Senkrechten von der Hori- 
zontalprojection zu den Axen 
und durch die gefundenen Pro- 



durch welche die Spuren der 
gesuchten Ebene gehen müssen. 
Sindz.B.(Fig.l7b,Taf.m) 
a, a", a" die Projectionen 
eines Punktes und A^ die Ho- 
rizontalspur einer Ebene, die 
durch den Punkt a gehen soll, 
und deren Vertical- und Kreuz- 
rissspur zu bestimmen sind, so 
legt man durch den Punkt a 
eine Gerade a, deren Horizon- 
talspur «1 , damit diese Gerade 
in der zu bestimmenden Ebene 
A liegen kann, in der Hori- 
zontalspur A^ dieser Ebene 
liegen muss. Die Hülfsgerade 
a muss nun durch den Punkt 
a und den in der Horizontal- 
ebene liegenden Punkt h{a^) 
gehen. Da der Punkt h in der 
Horizontalebene liegt, so ist 
er seine eigene Horizontalpro- 
jection Ä', während seine Ver- 
tical- und Kreuzrissprojection, 
Ä" und Ä'", in den Axen OX 
und OT liegen. Die Verbin- 
dungsgeraden der gleichbe- 
zeichneten Projectionen der 
Punkte a und h geben die Pro- 
jectionen dieser Hülfsgeraden, 
aus welchen die Spuren «2 ^^^ 
«3 derselben bestimmt werden 
können. Die gesuchten Spuren 
A2 und ^3 der Ebene sind 
dann durch die Schnittpunkte 
der Horizontalspur A^ mit den 
Axen und durch die gefunde- 
nen Spuren «2 und «3 der 
Hülfsgeraden bestimmt. 
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jecftionen a und d" der Hülfs- 
geraden bestimmt. 

Die Projectionen der Geraden 
und Punkte des ebenen Systems, 
dessen Tr^er die gegebene 
Ebene A ist, bilden in den 
drei Projectionsebenen drei 
ebene Systeme, indem jeder 
Geraden des Raumsystems drei 
Gerade, jedem Punkte dessel- 
ben drei Punkte, die Projec- 
tionen der betreffenden Ele- 
mente in den drei Projections- 
ebenen entsprechen. Jeder 
Punktreihe, deren Träger eine 
Gerade des ebenen Systems 
im Räume ist, entsprechen 
drei in den Projectionen dieser 
Geraden liegende Punktreihen; 
jedem Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt ein Punkt des 
Raumsystems ist, entsprechen 
drei Strahlen büschel, deren Mit- 
telpunkte die Projectionen des 
Raumpunktes sind. 

Diese drei ebenen Systeme, 
deren gemeinsamen Träger die 
Zeichnungsebene bildet, und 
welche wir der bessern Unter- 
scheidung wegen als Systeme 
1, 2 und 3 bezeichnen wollen, 
je nachdem sie von den Hori- 
zontal-, Vertical- oder Kreuz- 
rissprojectionen der Elemente 
des Raumsystems gebildet wer- 
den , sind aber ebenfalls in sol- 
cher gegenseitiger Beziehung, 
dass jedem Punkte und jeder 
Geraden des einen Systems, 



Die Spuren der Geraden und 
Ebenen des Strahlenbündels, 
dessen Mittelpunkt der ge- 
gebene Punkt a ist, bilden in 
den drei Projectionsebenen drei 
ebene Systeme, indem jeder 
Geraden des Strahlenbündels 
drei Punkte, jeder Ebene des- 
selben drei Gerade, die Spuren 
der betreffenden Elemente in 
den drei Projectionsebenen ent- 
sprechen. Jedem Ebenenbü- 
schel, dessen Axe eine Gerade 
des Strahlenbündels ist, ent- 
sprechen drei Strahlen büschel, 
deren Mittelpunkte die drei 
Spuren dieser Axe sind; jedem 
Strahlenbüschel, dessen Ebene 
ein Element des Strahlenbün- 
dels ist, entsprechen drei in 
den Spuren dieser Ebene lie- 
gende Punktreihen. 

Diese drei ebenen Systeme, 
deren gemeinsamen Träger die 
Zeichnungsebene bildet, und 
welche wir der bessern Unter- 
scheidung wegen als Systeme 
I, II und III bezeichnen wol- 
len, je nachdem sie von den 
Horizontal-, Vertical- oder 
Kreuzrissspuren der Elemente 
des Strahlenbündels gebildet 
werden, sind aber ebenfalls in 
solcher gegenseitiger Bezieh- 
ung, dass jedem Punkte und 
j ederGeraden des einen Systems, 
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als Projection eines Punktes 
oder einer Geraden des Raum- 
systems, je ein bestimmterPunkt 
und je eine bestimmte Gerade 
der beiden andern Systeme, 
die zugehörigen Projectionen 
des betreffenden Elementes 
entsprechen. Jeder Punktreihe 
und jedem Strahlenbüschel des 
einen Systems entsprechen 
gleichartige Gebilde in den bei- 
den andern Systemen, und zwar 
so, dass die Träger und Mittel- 
punkte solcher einander ent- 
sprechender Gebilde, entspre- 
chende Gerade und Punkte der 
drei Systeme sind. 



als Spur eines Strahls oder 
einer Ebene des Strahlenbün- 
dels, je ein bestimmter Punkt 
und je eine bestimmte Gerade 
der beiden andern Systeme, 
die zugehörigen Spuren des 
betreffenden Elementes ent- 
sprechen. Jeder Punktreihe 
und jedem Strahlenbüschel des 
einen Systems entsprechen 
gleichartige Gebilde in den 
beiden andern Systemen, und 
zwar so, dass die Träger und 
Mittelpunkte solcher einander 
entsprechender Gebilde, ent- 
sprechende Gerade und Punkte 
der drei Systeme sind. 



Zwei oder mehrere so auf einander bezogene ebene Systeme 
nennt man collineare ebene Systeme. 



Ein ebenes System, dessen 
Träger eine beliebige Raum- 
ebene ist, wird mithin darge- 
stellt durch drei collineare Sy- 
steme in der Zeichnungsebene, 
deren Elemente die Projec- 
tionen der Elemente des Raum- 
systems sind. 

Die gegenseitigen Lagenver- 
hältnisse dieser drei collinearen 
Systeme ergeben sich aus der 
Betrachtung der gegenseitigen 
Lage der zusammengehörigen 
Projectionen von bestimmten 
Punkten und Geraden des 
Raumsystems, d.i. entsprechen- 
der Punkte und Geraden der 
drei Systeme. 

Bei jeder zur Kreuzrissebene 
parallelen Geraden des Raum- 



Ein Strahlenbündel, dessen 
Mittelpunkt ein beliebiger 
Raumpunkt ist, wird mithin 
dargestellt durch drei collineare 
Systeme in der Zeichnungs- 
ebene, deren Elemente die 
Spuren der Elemente des Strah- 
lenbündels sind. 

Die gegenseitigen Lagen- 
verhältnisse dieser drei colli- 
nearen Systeme ergeben sich 
aus der Betrachtung der ge- 
genseitigen Lage der zusam- 
mengehörigen Spuren von be- 
stimmten Geraden und Ebenen 
des Strahlenbündels, d. i. ent- 
sprechender Punkte und Ge- 
raden der drei Systeme. 

Bei jeder durch die Axe 
OX gehenden Geraden des 
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Systems fallt die Horizontal- 
und Verticalprojection in die- 
selbe Senkrechte zur ersten 
Äxeder Zeichnungsebene; das- 
selbe gilt für die Vertieal- und 
Kreuzrissprojeetion jeder zur 
Horizontalebene parallelen Ge- 
raden^ welche Projectionen in 
derselben Senkrechten zur zwei- 
ten Axe liegen. Die Systeme 
1 und 2, sowie 2 und 3 haben 
daher einen Punkt und alle 
durch ihn gehenden Geraden^ 
nämlich die Bichtung der Per- 
pendikel zur ersten, respective 
zweiten Axe der Zeichnungs- 
ebene entsprechend gemein. 
Einander entsprechende Punkte 
dieser Systeme müssen dem- 
nach in einer durch diese Rich- 
tung gehenden Geraden liegen. 
Jeder Punkt des ebenen Sy- 
stems im Räume, -welcher in 
der Ebene fi"^' liegt, der also 
einer Punktreihe angehört, 
deren Träger die Schnittlinie 
des Baumsystems mit der Ebene 
Hx' ist, hat seine Horizon- 
tal- und Verticalprojection 
in einem Punkte vereinigt. 
Diese Punktreihe ergibt daher 
in den Systemen 1 und 2 die- 
selbe Punktreihe, deren Träger 
die zusammenfallenden Projec- 
tionen x' "des Trägers der Punkt- 
reihe im Baume sind. Die bei- 
den Systeme fallen daher auch 
mit zwei einander entsprechen- 
den Geraden und ^Uen in ihr 



Strahlenbündels fällt die Hori- 
zontal- und Verticalspur in 
demselben Punkte der ersten 
Axe der Zeichnungsebene zu- 
sammen; dasselbe gilt für die 
Vertieal- und Kreuzrissspur 
jeder die Axe OZ schneiden- 
den Geraden, welche Spureo. 
in einem Punkte der zweiten 
Axe zusammenfallen. Die Sy- 
steme I und n, sowie H und 
HI haben daher eine Gerade 
und alle in ihr liegenden Punkte, 
nämlich die erste, respective 
zweite Axe der Zeichnungs- 
ebene entsprechend gemein. 
Einander entsprechende Ge- 
rade dieser Systeme müssen 
sich demnach in einem Punkte 
dieser Axe schneiden. 

Jede Ebene des Strahlen- 
bündels, welche durch die Bich- 
tung Tx' geht, die also einem 
Ebenenbüschel angehört, des- 
sen Axe der durch diese Bich- 
tung gezogene Strahl des Strah- 
lenbündels ist, hat ihre Hori- 
zontal- und Verticalspur in 
einer Geraden vereinigt. Die- 
ser Ebenenbüschel ergibt daher 
in den Systemen I und H den- 
selben Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt die zusammenfal- 
lenden Spuren gj2 ^^^ ^^^ ^®^ 
Ebenenbüschels sind. Die bei- 
den Systeme fallen daher auch 
mit zwei einander entsprechen- 
den Punkten und allen durch 
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liegenden Punkten auf einander. 
Die Schnittpunkte je zweier 
entsprechender Geraden beider 
Systeme müssen daher alle in 
dem Träger dieser gemeinsamen 
Punktreihe liegen. 

Dasselbe gilt für die Systeme 
2 und 3, welche die in den zu- 
sammenfallenden Projectionen 
x"'" der Schnittlinie mit H,- 
liegende Punktreihe gemein- 
sam haben. > 

Bei den Systemen 1 und 3 
finden diese Lagenbeziehungen 
nicht statt; da sowohl die sich 
entsprechendenSenkrechten zur 
F-Axe, als auch die Horizon- 
tal- und Ereuzrissprojection 
der Schnittlinie mit der Ebene 
Hy' nach der Vereinigung der 
Projectionsebenen in der Zeich- 
nungsebene nicht zusammen- 
fallen. 

Die drei Projectionen der un- 
endlich fernen Geraden des 
Ranmsystems fallen in der un- 
endlich fernen Geraden der 
Zeichnungsebene zusammen^ so- 
wiedie Projectionen des Schnitt- 
punktes mit der Halbirungs- 
geraden fty in dem Schnittpunkte 
der Projectionen x " und x" '" 
zusammenfallen^ da die Gerade 
fiy der Schnitt der Ebenen jB^r' 
und Hz' ist. Dieser Punkt und 
diese Gerade, in welchen ent- 
sprechende Elemente aller drei 
Systeme zusammenfallen, sind 



dieselben gehenden Geraden auf 
einander. Die Verbindungs- 
geraden je zweier entsprechen- 
der Punkte beider Systeme 
müssen daher alle durch den 
Mittelpunkt dieses gemeinsa- 
men Strahlenbüschels gehen. 

Dasselbe gilt für die Systeme 
II und III, welche den durch 
die zusammenfallenden Spuren 
^23 des zur Richtung r,' ge- 
zogenen Strahls gehendenStrah- 
lenbüschel gemeinsam haben. 

Bei den Systemen I und III 
finden diese Lagenbeziehungeu 
nicht statt, da sowohl die sich 
entsprechenden Punkte der 
F-Axe, als auch die Horizon- 
tal- und Kreuzrissspur des 
zur Richtung Vy' gezogenen 
Strahls, nach der Vereinigung 
der Projectionsebenen in der 
Zeichnungs^bene nicht zusam- 
menfallen. 

Die drei Spuren des durch 
den Anfangspunkt gehenden 
Strahls fallen in dem Schnitt- 
punkte der Axen zusammen, 
sowie die Spuren der durch 
die Stellung Qy gelegten Ebene 
des Strahlenbündels' in 3er Ver- 
bindungsgeraden der Spuren 
gi2 i^d £23 zusammenfallen, 
da die Stellung Qy die Rich- 
tungen r«' und r,' in sich ent- 
hält. Dieser Punkt und diese 
Gerade, in welchen entspre- 
chende Elemente aller drei 
Systeme zusammenfallen, sind 
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auch die einzigen zusammen- 
fallenden Elemente der colli- 
nearen Systeme 1 und 3. 



auch die einzigen zusammen- 
fallenden Elemente der colli- 
nearen Systeme I und III. 



Sind zwei coUineare vSysteme so in derselben Ebene ver- 
einigt^ dass sie einen Punkt und alle durch ihn gehenden 
Geraden, d. i. einen Strahlenbüschel, sowie eine Gerade und 
alle in ihr liegenden Punkte, d. i. eine Punktreihe, gemein- 
sam haben, so heissen sie perspectivisch gelegen. Der 
Mittelpunkt des gemeinsamen Strahlenbüschels heisstdas Colli- 
neationscentrum, und jede durch ihn gehende, zwei entspre- 
chende Punkte beider Systeme verbindende Gerade ein Colli - 
neationsstrahl. Der Träger der gemeinsamen Punktreihe, 
in welchem die Schnittpunkte aller Paare entsprechender Ge- 
raden liegen, wird die Collineationsaxe genannt. 



Nach diesen Erklärungen bil 
den die Projectionen der Ele- 
mente eines ebenen Systems 
drei coUineare Systeme, welche 
in der Zeichnungsebene so ver- 
' einigt sind, dass die Systeme 1 
und '2, sowie 2 und 3 perspec- 
tivisch gelegen erscheinen. Die 
Richtungen der zweiten und er- 
sten Axe der Zeichnungsebene 
sind die Collineationscentren 
und die zusammenfallenden Pro- 
jectionen x' " und % '" die Colli- 
neationsaxen der perspectivisch 
gelegenen Systeme. 

Bemerkenswerth sind noch 



Nach diesen Erklärungen bil- 
den die Spuren der Elemente 
eines Strahlenbündels drei col- 
lineare Systeme, welche in der 
Zeichnungsebene so vereinigt 
sind, dass die Systeme I und 
II, sowie II und III perspec- 
tivisch gelegen erscheinen. Die 
erste und zweite Axe der Zeich- 
nungsebene sind die Collinea- 
tionsaxen und die zusammen- 
fallenden Spuren g,2 und §23 
dieCoUineationscentren der per- 
spectivisch gelegenen Systeme. 

Bemerkenswerth sind noch 



folgende Beziehungen: Der in 1 folgende Beziehungen: Die zu 



einer der Axen gelegene Punkt 
des ebenen Systems im Räume 
hat seine eine Projection im 
Schnittpunkt der Axen, wäh- 
rend seine beiden andern Pro- 
jectionen in den Schnittpunk- 
ten der entsprechenden Spuren 
des Trägers des Raum Systems 



einer Projectionsebene parallele 
Ebene des Strahlenbündels hat 
ihre Spur in dieser Ebene in 
unendlicher Entfernung, wäh- 
rend ihre beiden andern Spu- 
ren durch die beiden entspre- 
chenden Projectionen des Mit- 
telpunktes des Strahlenbündels 
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mit der entsprechenden Axe 
liegen. Diesen beiden Projec- 
tionen, als Punkten der betref- 
fenden zwei von den -das ßaum- 
system darstellenden ebenen 
Systemen, entspricht also der 
Schnittpunkt der Axen im drit- 
ten Systeme. Jeder durch diese 
Punkte gehenden Geraden ent- 
spricht eine durch den Axen- 
schnittpunkt gehende Gerade 
im dritten Systeme. 



gehen und zur zwischenliegen- 
den Axe senkrecht sind. Die- 
sen beiden Spuren, als Geraden 
der betreffenden zwei von den 
das Strahlenbündel darstellen- 
den ebenen Systemen, entspricht 
also die unendlich ferne Ge- 
rade des dritten Systems. Jedem 
Punkte dieser Geraden ent- 
spricht ein unendlich ferner 
Punkt, eine Richtung, im drit- 
ten Systeme. 



Jene Geraden in collinearen ebenen Systemen, welche 
die den unendlich fernen Punkten des andern Systems ent- 
sprechenden Punkte enthalten, nennt man die Gegenaxen 
der collinearen Systeme. 



Da die Projectionen der un- 
endlich fernen Geraden des 
Raumsystems in der unendlich 
fernen Geraden der Zeichnungs- 
ebene zusammenfallen, so ent- 
spricht jedem unendlich feruen 
Punkte in einem der drei Sy- 
steme ebenfalls ein unendlich 
femer Punkt in den beiden an- 
dern. Die Gegenaxen fallen 
in der unendlich fernen Gera- 
den zusammen. Dieser beson- 
dere Fall derCoUineation heisst 
Affinität. Sind affine Systeme 
in derselben Ebene in perspec- 
tivischer Lage vereinigt, so ist 
das CoUineationscentrum stets 
in unendlicher Entfernung, die 
CoUineationsstrahlen sind da- 
her parallel. 

Mit Hülfe der Collineations- 
axen ist es leicht, zu einem 
Punkte oder Geraden des einen 



Zieht man durch die Projec- 
tionen des Mittelpunktes des 
Strahlenbündels die Parallelen 
zu den Axen der Zeichnungs- 
ebene^ so erhält man die 6 Ge- 
genaxen der Systeme I und ü, 
II und III, sowie I und HI; 
zugleich ersieht man, dass die 
Gegenaxen der perspectivisch 
gelegenen Systeme zu den 
betreffenden CoUineationsaxeu 
parallel sind. 



Mit Hülfe der Collineations- 
centren ist es leicht, zu einem 
Punkte oder einer Geraden des 
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Systems die entsprechenden Ele- 
mente in den beiden andern Sy- 
stemen aufzufinden; d. h. zu der 
einen Projection eines Punktes 
oder einer Geraden des Raum- 
systems die zugehörigen andern 
Projectionen zu bestimmen. 
Sind A^ A^ A^ die Spuren des 
Trägers eines ebenen Systems 
und a die Horizontalprojec- 
tion eines Punktes desselben^ 
(ein Punkt des Projeetionssy- 
stems 1) gegeben ; und sollen 
die entsprechenden Punkte der 
beiden andern Systeme gefun- 
den werden, so handelt es sich 
zunächst um die Bestimmung 
der Collineationsaxen tC" und 
x" '". Die Collineationsaxe x " 
(Fig. 18 a, Taf. III) der per- 
spectivisch gelegenen Systeme 
1 und 2 ist, wie oben bemerkt, 
die zusammenfallende Horizon- 
tal- und Verticalprojection der 
Schnittgeraden % des Trägers 
des Raumsystems mit der Hal- 
birungsebeneSor'. Da diese Ge- 
rade durch die Axe OX geht, 
so liegen ihre Horizontal- und 
Verticalspur x,, Xj in demsel- 
ben Punkt der ersten Axe der 
Zeichnungsebene, während die 
dritte Spur Xj in der Halbirungs- 
geraden ]^| derselben liegt. 
Nimmt man in A^ A^ A^ die 
Spuren einer solchen Geraden 
an, und bestimmt die Horizon- 
tal- und Verticalprojection der- 
selben, die in dieselbe Gerade 



einen Systems die entsprechen- 
den Elemente in den beiden 
andern Systemen aufzufinden, 
d. h. zu der einen Spur einer 
Ebene oder Geraden des Strah- 
lenbündels die zugehörigen an- 
dern Spuren zu bestimmen. 
Sind a a a" die Projectionen 
des Mittelpunktes eines Strah- 
lenbündels, und A^ die Hori- 
zontalspur einer Ebene dessel- 
ben, (eine Gerade des Spuren- 
systems I) gegeben, und sollen 
die entsprechenden Geraden der 
beiden andern Systeme gefun- 
den werden, so handelt es sich 
zunächst um die Bestimmung 
der CoUineationscentren £j2 
und £. 



'23- 



Das Collineatious- 
centrum gjj (Fig. 18b, Taf. III) 
der perspetjtivisch gelegenen 
Systeme I und II ist, wie oben 
bemerkt, die zusammenfallende 
Horlzon.al- und Verticalspur 
der durch den Mittelpunkt des 
Strahlenbündels zur Richtung 
Yx' gezogenen Geraden g. Da 
diese Gerade zur Kreuzrissebene 
parallel ist, so fallen ihre Hori- 
zontal- und Verticalprojection 
g', g" in dieselbe Senkrechte 
zur ersten Axe der Zeichnungs- 
ebene, während die dritte Pro- 
jection g'" durch die Richtung 
Ti in derselben geht. Legt man 
durch d a a" die Projectionen 
einer solchen Geraden, und be- 
stimmt die Horizontal- und Ver- 
ticalspur derselben, di« in deni- 
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zusammenfallen, so ist diese 
Gerade die gesuchte CoUine- 
ationsaxe x'", welche durch 
den Schnittpunkt der Spuren 
A^ , A2 gehen muss. Ebenso 
findet man in den Projectionen 
der Schnittgeraden des Raum- 
systems mit der Ebene Hg'y 
deren Vertical- und Kreuzriss- 
spur in demselben Punkte der 
zweiten Axe liegen, und deren 
Horizontalspur in der Halbi- 
rungsgeraden 1^^ Hegt, die Col- 
lineationsaxe x" '" der Systeme 
2 und 3; die c|urch den Schnitt- 
punkt der beiden Spuren A^ 
und A^ geht. Der Schnitt- 
punkt der beiden CoUineations- 
axen x'" und x" '" liegt eben- 
falls in der Halbirungsgeraden 
l)^ und ergibt die drei zusam- 
menfallenden Projectionen des 
Schnittpunktes der Ebene im 
Räume mit der Halbirungs- 
geraden fiy. 

Durch die Aufsuchung der 
in einen Punkt zusammenfallen- 
den Projectionen dieses Punktes 
können ebenfalls die Collinea- 
tionsaxen leicht bestimmt wer- 
den. Dieser Punkt liegt in der 
Schnittlinie a des Raumsyst^ms 
mit der Ebene JBy, deren Ver- 
ticalspur a^ in der Halbirungs- 
geraden 1^1 liegt, während die 
Horizontal- und Ereuzrissspur 
Kl «3 in den beiden Axen der 
Zeichnungsebene liegen. Die 
Horizontal- und Kreuzrisspro- 



selben Punkte zusammenfallen^ 
so ist dieser Punkt das gesuchte 
Collineationscentrum g|2, wel- 
ches in der Verbindungsgera- 
den a d' liegen muss. Ebenso 
findet man in den Spuren der 
zur Richtung r,- gezogenen Ge- 
raden desStrahlenbündels,deren 
Vertical- und Kreuzrissprojec- 
tion in derselben Senkrech- 
ten zur zweiten Axe liegen, 
und deren Horizontalprojection 
durch die Richtung t] geht, 
das Collineationscentrum £^3 
der Systeme II und HI, das in 
der Verbindungsgeraden der 
beiden Projectionen a", a"' liegt. 
Die Verbindungslinie der bei- 
den Collineationscentren g^j 
ui^d S23 %^^ ebenfalls durch 
die Richtung r, und ergibt 
die drei zusammenfallenden 
Spuren der durch die Stellung 
Qy gehenden Ebene des Strah- 
lenbündels. 

Durch die Aufsuchung der 
in eine Gerade zusammenfal- 
lenden Spuren dieser Ebene 
können ebenfalls die Gollinea- 
tionsqentren leicht bestimmt 
werden. Diese Ebene enthält 
die zur Richtung Ty gehende 
Gerade a des Strablenbündels, 
deren Verticalprojection a" 
durch die Richtung tj geht, 
während die Horizontal- und 
Kreuzrissprojectiona'a'" paral- 
lel zu den Axen der Zeich- 
nungsebene erscheinen. Die 
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jection a a" dieser Geraden 
schneiden sich in der gemein- 
schaftlichen Projection des er- 
wähnten Punktes, und die Ver- 
bindungsgeraden dieser Pro- 
jection mit den Schnittpunkten 

Ay.A^ und -42* -^3 ™^ ^^® 8®" 
suchtenCoUineationsaxen. (Fig. 
19 a, Taf. IV.) 

Nach Auffindung der Colli- 
neationsaxen % " und x" "' las- 
sen sich sehr leicht (Fig. 20a, 
Taf. IV) die entsprechenden 
Punkte d' und d" der Systeme 
2 und 3 auffinden, wenn der 
Punkt d des Systems 1 gege- 
ist. Das Perpendikel von d 
zur ersten Axe der Zeichnungs- 
ebeue, als Gollineationsstrahl, 
geht auch durch den Punkt a"; 
die durch d und den Schnitt- 
punkt der Geraden Ay mit der 
zweiten Axe gelegte Gerade 
entspricht der durch den Äxen- 
schnittpunkt gehenden Gera- 
den des Systems 2; verbindet 
man also den Schnittpunkt 
dieser durch d gelegten Ge- 
raden und der CoUineationsaxe 
x' " mit dem Schnittpunkte der 
Axen, so muss der Punkt a" 
in dieser Geraden liegen; eben- 
so entspricht auch der durch 
d und den Axenschnittpunkt 
gehenden Geraden des Systems 1 



Horizontal- und Ereuzrissspur 
(Tj 0(3 dieser Geraden sind Punkte 
der gemeinschaftlichen Spur der 
erwähnten Ebene, und die 
Schnittpunkte dieser Spur mit 
den Verbindungsgeraden d d' 
und a" a' sind die gesuchten 
CoUineationscentren. (Fig. 19b, 
Taf. IV.)*) 

Nach Auffindung der CoUi- 
neationscentren £j2 "^<i £23 ^^S" 
sen sich sehr leicht (Fig. 20b, 
Taf. IV) die entsprechenden 
Geraden ^2^^^ -^3 ^®^ Systeme 
II und III auffinden, wenn die 
Gerade J., des Systems I ge- 
geben ist. Der Schnittpunkt 
von Ay^ mit der ersten Axe der 
Zeichnungsebene, als CoUinea- 
tionsaxe, ist auch ein Punkt 
der Geraden ^2? ^^^ Punkt, 
wo Ay die durch d gehende, 
zur CoUineationsaxe parallele 
Gegenaxe im Systenul schnei- 
det, hat seinen entsprechenden 
Punkt im Systeme II in un- 
endlicher Entfernung; verbin- 
det man also diesen Schnitt- 
punkt von^i und der Gegenaxe 
mit dem CoUineationscentrum 
^,2, so muss die Gerade A^ zu 
diesem Gollineationsstrahl par- 
allel sein; ebenso liegt auch 
der der Eichtung von A^ ent- 
sprechende Punkt des Systems 



*) Aus dieser Construction der CoUineationscentren f,2 '^'^^ tn 
sieht man leicht, dass der Abstand derselben von der Verticalprojection 
a" des Mittelpunktes der Coordinate y des Punktes a, dem Abstände 
desselben von der Verticalebene, gleich ist. 

Klekler, darstell. Geometrie. 4 
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die durch den Schnittpunkt von 
A2 und der zweiten Axe gehende 
Gerade des Systems 2. Ans a" 
wird dann auf gleiche Weise 
mit Hülfe der Richtung der 
Perpendikel zur zweiten Axe 
der Zeichnungsebene als CoUi- 
neationscentrum und der CoUi- 
neationsaxe x'"" der entspre- 
chende Punkt a " des zu 2 per- 
spectivisch gelegenen Systems 
3 bestimmt. Zu einer Geraden 
a des einen der drei Systeme 
werden die entsprechenden Ge- 
raden der beiden andern Sy- 
steme gefunden, wenn man in 
der gegebenen Geraden einen 
Punkt a' annimmt^ und die dem- 
selben entsprechenden Punkte 
in den beiden andern Systemen 
]iach Obigem bestimmt; durch 
diese Punkte und die entspre- 
chenden Schnittpunkte mit den 
Collineationsaxen gehen die ge- 
suchten Geraden a" und «'". 

Reichen diese Mittel zur Auffindung entsprechender Punkte 
und Geraden der drei Systeme nicht aus, was z. [B. der 
Fall ist, wenn einer der zur Bestimmung nothigen Schnitt- 
punkte ausserhalb der Grenzen der disponiblen Zeichenfläche 
fallt, so können noch folgende Beziehungen mit Vortheil be- 
nutzt werden: 



II in der durch a" gehenden 
Gegenaxe desselben, also dort, 
wo der zu A^ parallele Colli- 
neationsstrahl diese Gegenaxe 
trifft. Aus Ä2 wird dann auf 
gleiche Weise mit Hülfe der 
zweiten Axe der Zeichnungs- 
ebene als CoUineationsaxe, und 
des Collineationscentrums i^s 
die entsprechende Gerade Ä^ des 
zu n perspectivisch gelegenen 
Systems HI bestimmt. Zu einem 
Punkte a, des einen der drei 
Systeme werden die entspre- 
chenden Punkte der beiden 
andern Systeme gefunden, wenn 
man durch den gegebenen Punkt 
eine Gerade A^ legt, zu derselben 
die entsprechenden Geraden in 
den beiden andern Systemen 
nach Obigem bestimmt; in die- 
sen Geraden und den betreffen- 
den CoUineationsstrahlen liegen 
die gesuchten Punkte a^nnd «3. 



Der unendlich ferne Punkt 
einer Spur des Trägers des 
Raumsystems hat zwei seiner 
Projectionen in den unendlich 
fernen Punkten der in der ent- 
sprechenden Projectionsebene 
liegenden Axen, während ihre 
dritte Projection die Richtung 



Die durch eine Axe gehende 
Ebene des Strahlenbündels ver- 
einigt zwei Spuren in dieser 
Axe, während ihre dritte Spur 
die Verbindungslinie der ent- 
sprechenden Projection des Mit- 
telpunktes des Strahlenbündels 
mit dem Axenschnittpunkt ist. 
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der betreffenden Spur selbst ist. 
Jeder zu einer Spur parallelen 
Geraden, als einer Geraden des 
entsprechenden Systems, ent- 
spricht also eine mit Hülfe der 
Collineationsaxen leicht aufzu- 
findende Gerade, . die zu der 
beiden Systemen angehörenden 
Projectionsaxe parallel ist. 

Sind z. B. wieder (Fig. 21 a, 
Taf. IV) A^ A^ A^ die Spuren 
des Trägers eines ebenen Sy- 
stems, x'" und x"'" die nach 
dem Frühem bestimmten Colli- 
neationsaxen, und a' ein Punkt 
des Systems 2, die Verticalpro- 
jection eines Punktes des Baum- 
systems : so findet man die ent- 
sprechenden Punkte a und a" 
der beiden andern Systeme 
durch Aufsuchung zweier durch 
sie gehenden Geraden. Die 
Gerade a", die durch a" gehend 
zur Spur A2 parallel ist, hat 
ihre entsprechenden Geraden a 
und «'" senkrecht zur Axe Y] 
dieselben gehen daher durch 
jene Punkte, in welchen a" die 
Collineationsaxen x" und x"'" 
schneidet, und sind senkrecht 
zur zweiten und ersten Axe der 
Zeichnungsebene. Die Gerade 
ß'\ durch a" parallel zur Axe OX 
gezogen, hat ihre entsprechende 
Gerade ß' im Systeme 1 par- 
allel zur Spur A^ , während /3'" 
mit jS" zusammenfällt. Ebenso 
findet man die entsprechenden 
Geraden y' und y" zu der durch 



Jedem Punkte einer solchen 
Verbindungslinie, als einem 
Punkte des betreffenden Sy- 
stems, entspricht also ein mit 
Hülfe der CoUineationscentren 
leicht aufzufindender Punkt der 
auf der entsprechenden Projec- 
tionsebene senkrechten Axe. 

Sind z. B. wieder (Fig 21 b, 
Taf. IV) a a a" die Projec- 
tionen des Mittelpunjctes eines 
Strahlenbündels, g,2 und £23^1® 
nach dem Frühern bestimm- 
ten CoUineationscentren, und 
A^ eine Gerade des Systems II, 
die Verticalspur einer Ebene 
des Bündels: so findet man die 
entsprechenden Geraden A^ und 
J.3 der beiden andern Systeme 
durch Aufsuchung zweier ihrer 
Punkte. Der Punkt «3, wo die 
Gerade A^ die Verbindungsge- 
rade von d' und den Axen- 
schnittpunkt schneidet, hat 
seine entsprechenden Punkte 
«j und «3 in der Axe OZ, also 
dort, wo die entsprechenden 
Collineationsstrahlen a^ Sjj und 
«2^23 ^i® zweite und erste Axe 
der Zeichnungsebene schnei- 
den. Der Pnukt /Sj , der Schnitt- 
punkt von A^ mit der Axe OZ, 
hat seinen entsprechenden 
Punkt im Systeme I in /Jj, 
einem Punkte der Verbindungs- 
linie dOj während ß.^ mit ß,^ 
zusammenfällt. Ebenso findet 
man die entsprechenden Punkte 
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a parallel zur Axe OZ gezo- 
genen Geraden/'. Die Schnitt- 
punkte von a ; /3' und /, so- 
wie von d" j ß'" und /" geben 
die gesuchten^ a' entsprechen- 
den Punkte a' und a " der Sy- 
steme 1 und 3. 

Liegt der Punkt des einen 
Systems in der entsprechenden 
Spur des Trägers des ebenen 
Systems im Räume, so liegt 
sein entsprechender Punkt in 
einem der beiden andern Sy- 
steme in der zwischenliegen- 
den Axe und umgekehrt. 

Soll also (Fig. 22a, Taf.IV) 
zu einer Geraden des einen 
Systems, z. B. «', die zuge- 
hörige Gerade a' des perspec- 
tivisch coUinearen Systems 2. 
gefunden werden, so geht 
dieselbe zunächst durch den 
Schnittpunkt von a mit der 
Collineationsaxe tc " ; der in a' 
und A^ liegende Punkt a hat 
seinen entsprechenden a" im 
Systeme 2 in der Axe OX, und 
ebenso liegt der Punkt 6", wel- 
cher dem Schnittpunkt von a 
mit der Axe OX entspricht, 
in der Spur A^ des Trägers 
des ebenen Systems im Baume. 
Die Verbindungsgerade der 
Punkte a" und 6" gibt die ge- 
suchte Gerade a", welche die 
gegebene a in einem Punkte 
der Collineationsaxe x'" schnei- 
den muss. Auf gleiche Weise 



^1 und ^3 zu dem Schnittpunkte 
^2 der Geraden A^ mit der 
Axe OX. Die Verbindungs- 
linien a^ß^Yx "^<i ^3/^3^3 geben 
die gesuchten, A^ entsprechen- 
den Geraden J., und A^ der 
Systeme I und III. 

Geht die Gerade des einen 
Systems durch die entspre- 
chende Projection des Mittel- 
punktes des Strahlenbündels, 
so ist ihre entsprechende Ge- 
rade in einem der beiden an- 
dern Systeme zur zwischenlie- 
genden Axe senkrecht und um- 
gekehrt. 

Soll also (Fig. 22b, Taf. IV) 
zu einem Punkte des einen Sy- 
stems, z. B. a, , der zugehörige 
Punkt «2 ^es perspectivisch 
coUinearen Systems IT, gefun- 
den werden, so liegt derselbe 
zunächst in dem CoUineations- 
strahl «i^ij; die durch «^ und 
a gehende Gerade A^ hat ihre 
entsprechende A^ im Systeme 
II, senkrecht zur Axe OX, 
und ebenso geht die Gerade 
B^, welche der durch «^ gehen- 
den zur Axe OX senkrechten 
Geraden JB, entspricht, durch 
die Projection a" dea Mittel- 
punktes des Bündels. Der 
Schnittpunkt der Geraden A2 
und B2 gibt den gesuchten 
Punkt «2 , der in dem durch a, 
gelegten Collineationsstrabl lie- 
gen muss. Auf gleiche Weise 
erhält manag, den entsprechen- 
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erhält man «'", die entspre- 
chende Gerade in dem zu 2 
perspectivisch coUinearen Sy- 
steme 3. 

Steht der Träger des Raum- 
systems auf einer der Projec- 
tionsebenen senkrecht, so ist 
seine Spur in dieser Ebene zu- 
gleich die entsprechende Pro- 
jection aller Geraden des ebe- 
nen Systems im Räume, wäh- 
rend die Projectionen aller 
Punkte desselben in dieser Ge- 
raden liegen müssen. Das ent- 
sprechende System der Projec- 
tionen des Raumsystems redu- 
cirt sich also auf eine Punkt- 
reihe, deren Träger die gleich- 
namige Spur des Trägers des 
Raumsystems ist. Durch einen 
Punkt dieser Reihe als Projec- 
tion eines Punktes des Raum- 
systems ist derselbe nicht voll- 
kommen bestimmt, da jeder 
Punct des durch diese Projec- 
tion gehenden Perpendikels dem 
Raumsystem angehört. Die bei- 
den andern Projectionen dieses 
Punktes sind also nur insoweit 
bestimmt, als sie in den durch 
die angenommene Projection 
auf die zwischenliegeuden Axen 
gezogenen Perpendikeln liegen 
müssen. Wird auf diese Weise 
eines der drei Systeme auf eine 
Punktreihe reducirt, so bleiben 
doch die Lageuverhältnisse der 
beiden andern Systeme unver- 
ändert. Ist also das System 1 



den Punkt in dem zu 11 per- 
spectivisch coUinearen Systeme 
III. 

Liegt der Mittelpunkt des 
Strahlenbündels in einer der 
Projectionsebenen, so ist seine 
Projection auf diese Ebene (der 
Punkt selbst) zugleich die ent- 
sprechende Spur aller Geraden 
des Strahlenbündels, während 
die Spuren aller Ebenen dem- 
selben durch diesen Punkt 
gehen müssen. Das entspre- 
chende System der Spuren des 
Strahlenbündels reducirt sich 
also auf einen Strahlenbüschel, 
dessen Mittelpunct die gleich- 
namige Projection des Mittel- 
punktes des Strahlenbündels 
ist. Durch einen Strahl dieses 
Büschels, als Spur einer Ebene 
des Strahlenbündels, ist die- 
selbe nicht vollkommen be- 
stimmt, da jede durch diese 
Gerade gelegte Ebene dem 
Strahlenbündel angehört. Die 
beiden andern Spuren dieser 
Ebene sind also nur insoweit 
bestimmt, als sie durch die 
Schnittpunkte der angenomme- 
nen Spur mit den zwischenlie- 
genden Axen gehen müssen. 
Wird auf diese Weise eines 
der drei Systeme auf einen 
Strahlenbüschel reducirt, so 
bleiben doch die Lagenverhält- 
nisse der beiden andern Systeme 
unverändert. Ist also das Sy- 
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oder 3 das reducirte, so liegen 
die andern Systeme 2 und 3^ 
respective 1 und 2, wie früher 
perspectivisch coUinear; nur 
liegt im erstem Falle die Col- 
lineationsaxe x" '", wie die ent- 
sprechenden Spuren A2 und Ä^ 
des BaumsystemS; senkrecht zur 
ersten, im zweiten Falle die 
Collineationsaxe x'" mit Ä^ 
und A2 senkrecht zur zweiten 
Axe der Zeichnungsebene. 

Steht der Träger des ebenen 
Systems im Baume senkrecht 
auf zwei Projectionsebeneu, mit- 
hin senkrecht auf der zwischen- 
liegenden Axe, so liegen die 
entsprechenden Proj ectionen 
aller Punkte des Raumsystems 
in den auf dieser Axe senk- 
rechten Spuren des Trägers, 
welche Gerade zugleich die allen 
Geraden des Baumsystems ge- 
meinsamen Projectionen auf 
diese Projectionsebenen sind. 

Abweichend gestaltet sichdie 
Construction der drei Systeme 
von Projectionen eines ebenen 
Systems im Baume, wenn des- 
sen Träger durch den Anfangs- 
punkt geht. Die Spuren des 
Trägers sind hier drei durch 
den Schnittpunkt der Axen 
gehende Gerade, von welchen 
zwei willkürlich augenouimen 
werden können, die dritte aber 
nach §. 13 bestimmt werden 
muss. Die Systeme der Pro- 



stem I oder lU das reducirte, 
so liegen die andern Systeme 
n und III, respective I und 
II, wie früher perspectivisch 
coUinear; nur liegt im erstern 
Falle das Gollineationscentrum 
^23 wie die entsprechenden Pro- 
jectionen a" und a" des Mit- 
telpunktes des Strahlenbündels 
in der ersten, im zweiten Falle 
das Gollineationscentrum f;^.^ 
mit a und a' in der zweiten 
Axe der Zeichnungsebene. 

Liegt der Mittelpunkt des 
Strahlenbündels in zwei Pro- 
jectionsebenen, mithin in der 
zwischenliegenden Axe, so 
gehen die entsprechenden Spu- 
ren aller Ebenen ded Strahlen- 
bündels durch die in dieser 
Axe liegenden Projectionen des 
Mittelpunktes, welche Punkte 
zugleich die allen Geraden des 
Strahlenbündels gemeinsamen 
Spuren in diesen Projections- 
ebenen sind. 

Ab\i'eichend gestaltet sich die 
Construction der drei Systeme 
von Spuren eines Strahlenbün- 
dels, wenn dessen Mittelpunkt 
in unendlicher Entfernung liegt 
(Parallelstrahlenbündel). Die 
Projectionen des Mittelpunktes 
sind hier drei Biclitungen in 
der Zeichnuugsebene, von wel- 
chen zwei willkürlich ange- 
nommen werden können, die 
dritte aber nach §. 13 bestimmt 
werden muss. Die Spurensy- 
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jectionen 1 und 2, sowie 2 und 
3 sind auch hier perspectivisch 
collinear (affin), aber die Col- 
lineationsaxen x " und "x" '" 
gehen ebenfalls durch den Axeii- 
schnittpunkt. 



Zur Bestimmung der CoUi- 
neationsaxen x" und x'"" ist 
das allgemeine Verfahren nicht 
mehr anwendbar, aber man 
kann zu diesem Zwecke die- 
selbe Gerade a des Baumsystems 
benutzen, welche nach §.13 
zur Auffindung der dritten Spur 
des Trägers des gegebenen 
ebenen Systems angenommen 
wurde. Die drei Projectionen 
«', a'y «'" dieser Geraden sind 
entsprechende Gerade der drei 
von den Projectionen des Raum- 
systems gebildeten Systeme,und 
wegen der perspecti vischen 
Lage der Systeme 1 und 2, 2 
und 3 geben die Verbinduugs- 
geraden der Schnittpunkte von 
aa' und a"a" mit dem Axen- 
schnittpunkt die gesuchten Col- 
lineationsaxen x'" und x"". 
(Fig. 23 a, Taf. IV.) 

Einander entsprechende 
Punkte und Gerade der drei 
Systeme werden mit Hülfe der 
CoUineationsaxen x " und x" '" 
auf gleiche Weise wie in den 



steme I und II, sowie II und 
III sind auch hier perspectivisch 
collinear, aber die CoUineations- 
centren gj, ^^^ S23 ^^^^ eben- 
falls unendlich fern, d. i. be- 
stimmte Richtungen. Alle Col- 
lineationsstrahlen sind parallel, 
die allgemeine CoUineation der 
drei Systeme geht also hier in 
den speciellen Fall der Affinität 
über. 

Zur Bestimmung der die Col- 
lineationscentren %^^ und g^s 
darstellenden Richtungen ist 
das allgemeine Verfahren nicht 
mehr anwendbar, aber man 
kann zu diesem Zwecke dieselbe 
Gerade c^des Bündels benutzen, 
welche nach §. 13 zur Auffin- 
dung der dritten Projection 
(Richtung) des Mittelpunktes 
des Strahlenbündels angenom- 
men wurde. Die drei Spuren 
ofj «2 «3 dieser Geraden sind 
entsprechende Punkte der drei 
Spurensysteme, und wegen der 
perspectiv ischen Lage der affi- 
nen Systeme I und II, II und 
III geben die Richtungen der 
Verbindungsgeraden a^a.^ und 
«2 «3 die gesuchten Collinea- 
tionscentren g,2 und t,^^, (Fig. 
23 b, Taf. IV.) 

Einander entsprechende Ge- 
rade und Punkte der drei Sy- 
steme werden mit Hülfe der 
Richtungen %^^ und £33 ^^^ 
gleiche Weise wie in den 
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frühem Fällen gefunden. Seien 
Ä^ A^ A^ (Fig. 24a, Taf. IV) 
die durch den Axenschnittpunkt 
gehenden Spuren des Trägers 
des Raumsystems, % " und x" '" 
die gefundenen Collineations- 
axen, und a ein Punkt des 
Systems 1 (die Horizontalpro- 
jeetion eines Punktes des Raum- 
systems), so liegt der entspre- 
chende Punkt a' in dem von d 
zur ersten Axe gezogenen Per- 
pendikel (CoUineationsstrahl). 
Die Gerade /J', welche durch 
d parallel zu A^ gezogen ist, 
hat ihre entsprechende Gerade 
/3" senkrecht zur Axe OZ, und 
durch den Schnittpunkt von 
/J' mit der CoUineationsaxe 
gehend; ebenso findet man /', 
die entsprechende Gerade zu 
/, welche letztere durch d 
senkrecht zur Axe OY gezogen 
wird, parallel zur Spur A^ . Der 
Schnittpunkt der Geraden /3" 
und /' gibt dann den dem 
Punkte «'entsprechenden Punkt 
d' im Systeme 2, welcher mit 
d in derselben Senkrechten zur 
Axe OX liegen muss. Auf 
gleiche Weise erhält man mit 
Hülfe der CoUineationsaxe x" '" 
den a" entsprechenden Punkt 
d" im Systeme 3, durch Be- 
stimmung der den Geraden /' 
oder d" entsprechenden Gera- 
den /" und r'. ' 

So wie man aus den Spuren 



Fällen gefunden. Seien die 
Richtungen dd'd" (Fig. 24 b, 
Taf. IV) die Projectionen des 
Mittelpunktes des Strahlenbün- 
dels, die Richtungen i^^ ^^^ 
^23 ^^® gefundenen GoUinea- 
tionscentren, und A^ eine Ge- 
rade des Systems I (die Hori- 
zontalspur einer Ebenedes Bün- 
dels), so ist der Schnittpunkt 
von A^ mit der ersten Axe 
(CoUineationsaxe) ein Punkt der 
entsprechenden Geraden A^ ., 
Der Schnittpunkt ^^ der Gera- 
den A^ mit der zur Richtung 
d vom Axenschnittpunkt ge- 
zogenen Geraden hat seinen ent- 
sprechenden Punkt /Sg in der 
Axe OZ und in dem zur Rich- 
tung g,2 gezogenen CoUinea- 
tionsstrahl durch /3j; ebenso 
findet manyo» den entsprechen- 
den Punkt zum Schnittpunkt 
y^ der Geraden A^ mit der 
Axe OY, in der durch zur 
Richtung d\ gezogenen Gera- 
den. Die Verbindungslinie ^^ y., 
gibt die der Geraden A^ ent- 
sprechende Gerade A^ im Sy- 
steme II, welche A^ in der 
Axe OX schneiden muss. Auf 
gleiche AVeise erhält man mit 
Hülfe desCoUineationscentrums 
^23 die J.2 entsprechende Ge- 
rade A.^ im Systeme IH, durch 
Bestimmung der den Punkten ^2 
oder ^2 entsprechenden Punkte 
^3 und dg. 

So wie man aus den Pro- 
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des Trägers eines ebenen Sy- 
stems die CoUineationsaxen x' " 
und x"'" zu bestimmen im 
Stande ist; so sind auch um- 
gekehrt diese CoUineationsaxen 
hinreichend zur Charakterisi- 
rung des ebenen Systems; und 
können aus denselben die Spu- 
ren des Trägers A bestinjmt 
werden. Seien z. B, %" und 

X (Fig. 19a, Taf. IV) die 

beiden CoUineationsaxen, wel- 
che nach dem Frühern sich in 
einem Punkte der Halbirungs- 
geraden l^j schneiden inüssen, 
so findet man zunächst A^ , die 
Verticalspur des Trägers, in der 
Verbindungslinie der Punkte, 
in welchen x' " und x" "' die erste, 
beziehungsweise zweite Axe 
der Zeichnungsebene schneiden. 
Bestimmt man nun den Schnitt- 
punkt von J^2 mit der Hal- 
birungsgeraden 1^^, fällt die 
Senkrechten von diesem Punkte 
zu den beiden Axen, und ver- 
bindet die Fusspunkte dieser 
Perpendikel mit dem Schpitt- 
punkte x' " . x" '"; so gehen die 
gesuchten Spuren A^ und -^3 
durch die Schnittpunkte «i «3 
dieser Verbiiidungsgeraden, a 
und a", mit den Axen der 
Zeichnungsebene. 



jectionen des Mittelpunktes 
eines Strahlenbündels die Col- 
lineationscentren g^j ^^^ & 



23 

zu bestimmen im Stande ist; 
so sind auch umgekehrt diese 
CoUineationscentren zur Cha- 
rakterisirung des Strahlenbün- 
dels ausreichend, und können 
aus denselben die Projectionen 
des Mittelpunktes a bestimmt 
werden. Seien z. B. %^^ und 
g,3 (Fig. 19 b, Taf. IV) die 
beiden CoUineationscentren, 
welche nach dem Frühern in 
einer durch die Richtung tj 
gehenden Geraden liegen müs- 
sen, so findet man zunächst 
a", die Verticalprojection des 
Mittelpunkts, in dem Durch- 
schnitte der von %^^ zur ersten, 
und von g^s zur zweiten Axe 
der Zeichnungsebene gefällten 
Senkrechten. Zieht man durch 
a" die durch die Richtung r^ 
gehende Gerade a und errich- 
tet in den Schnittpunkten der- 
selben mit den beiden Axen 
zu diesen Axen Senkrechte, 
welche man mit der Geraden 
5i2 S23 selbst zum Schnitte 
bringt 5 so liegen die gesuchten 
Projectionen a! und d" in den 
durch diese Schnittpunkte a^ «3 
gelegten Parallelen, d und «'", 
zu den Axen der Zeichnungs- 
ebene. 
§. 18. Zur Bestimmung des Strahlenbüschels muss sein 
Träger und sein Mittelpunkt gegeben sein, von welchen bei- 
den Elementen eines willkürUch angenommen werden kann; 
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das andere aber in so weit bestimmt erscheint, als der Trär 
ger des Büschels durch den angenommenen Mittelpunkt gehen, 
oder der Mittelpunkt in dem etwa angenommenen Träger 
liegen muss. Da die Elemente des Strahlenbüschels Gerade 
sind, so kann die Darstellung desselben entweder durch ^ie 
Projectionen oder Spuren seiner Elemente erfolgen, von denen 
die erstem durch die Projectionen seines Mittelpunktes gehen, 
die letztem in den Spuren seines Trägers liegen müssen. 



Die Projectionen der Strah- 
len eines Strahlenbüschels bil- 
den drei projectivische Strah- 
lenbüschel, deren Mittelpunkte 
die drei Projectionen des Mittel- 
punktes des gegebenen Strah- 
lenbüscBels sind. Die durch 
die Horizontal- und Vertieal-, 
beziehungsweise Vertieal- und 
Kreuzrissprojectionen gebilde- 
ten Strahlen büschel sind per- 
spectivisch gelegen; die Gera- 
den, in welchen sich die ent- 
sprechenden Strahlen dieser 
Büschel schneiden, sind die 
C!ollineationsaxen x' " und x" '" 
des Trägers des Strahlenbü- 
schels. 



Die Spuren der Strahlen 
eines Strahlenbüschels bilden 
drei projectivische Punktreihen, 
deren Träger die drei Spuren 
der Ebene des gegebenen Strah- 
lenbüschels sind. Die durch die 
Horizontal-undVertical-jbezieh- 
ungsweise Vertieal- und Kreuz- 
rissspuren gebildeten Punkt- 
reihen sind perspectivisch ge- 
legen ; die Punkte, durchweiche 
die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte dieser 
Punktreihen gehen, sind die 
Collineationscentren ^,2 und £,3 
des Mittelpunktes des Strahlen- 
büschels. 



Aufgaben über die gegenseitige Bestinminng geometrischer 
Elemente und Grundgebilde. 

§. 19. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir 
die Arten der Darstellung der geometrischen Elemente, und 
der aus denselben erzeugten Grundgebilde der ersten und 
zweiten Stufe erörtert; wir kommen nun zu einer Reihe von 
Aufgaben, welche uns die Aufsuchung und Darstellung sol- 
cher geometrischer Elemente und Grundgebilde lehren, die 
nach den in der Einleitung angeführten Lagenbeziehungen 
durch zwei oder mehrere gegebene bestimmt erscheinen. 
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Die hierher gehörigen Aufgaben, welche zur Aufsuchung 
eines geometrischen Elementes führen, das durch gegebene 
andere bestimmt ist, sind, in Uebereinstimmung mit den in 
der Einleitung angeführten Lagenbeziehungen zwischen den 
einzelnen geometrischen Elementen, folgende: 



la. Es ist die Gerade a dar* 
zustellen, welche durch zwei 
durch ihre Projectionen ge- 
gebene Punkte a und 6 geht. 

2 a. Es soll durch zwei Ge- 
rade a und j3, die sich in einem 
Punkte a schneiden, eine Ebene 
A gelegt wei'den. 

3 a. Es soll die Ebene A dar- 
gestellt werden, welche durch 
eine gegebene Gerade «und 
einen nicht in ihr liegenden 
Punkt a geht. 

4 a. Es ist die Ebene A dar- 
zustellen, welche durch drei 
gegebene Punkte a, 6 und c 
geht. 



1 b. Es ist die Gerade a dar- 
zustellen, in welcher sich zwei 
durch ihre Spuren gegebene 
Ebenen A und B schneiden. 

2 b. Es soll der Schnittpunkt 
a zweier in einer Ebene A ge- 
legener Geraden bestimmt wer- 
den. 

3 b. Es soll der Punkt a dar- 
gestellt werden, in welchem 
eine gegebene Gerade a eine 
nicht durch sie gehende Ebene 
A schneidet. 

4 b. Es ist der Punkt a dar- 
zustellen, in welchem drei ge- 
gebene Ebenen J., B und G 
sich schneiden. 



Die Lösungen dieser vier Aufgaben sollen nun sowohl 
bei allgemeiner, als auch bei specieller Lage der gegebenen 
Elemente, welch' letztere oft eine abweichende Cönstruction 
bedingt, durchgeführt werden. 



la. Seien (Fig. 25a, Taf. V) 
a a a" und V V 6"' die Pro- 
jectionen der gegebenen Punkte, 
so sind die Verbiudungsgeraden 
der entsprechenden Projectio- 
nen dieser Punkte die drei 
Projectionen «', a" und a" der 
gesuchten Geraden, aus wel- 
chen sich die drei Spuren «j , 
a. 
lassen. 

Specielle Lagen der gegebe 
nen Punkte bedingen eine spe 



2 und a^ derselben bestimmen 



Ib. Seien (Fig. 25b, Taf. V) 
-4, A.^ A^ und JB, B^ B^ die 
Spuren der gegebenen Ebenen, 
so sind die Schnittpunkte der 
gleichnamigen Spuren dieser 
Ebenen die drei Spuren a, a^ 
und «j, der gesuchten Geraden, 
aus welchen sich die drei Pro- 
jectionen «', a" und «" der- 
selben bestimmen lassen. 

Specielle Lagen der gegebe- 
.nen Ebenen bedingen Bine spe- 
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cielle Lage ihrer Verbindungs- 
geraden. 

Geht die Verbindungsgerade 
eines Paares von Projectionen 
der gegebenen Punkte, als ent- 
sprechende Projection der Ge^ 
raden a im Räume, durch den 
Schnittpunkt der Axen, so 
geht die gesuchte Verbindungs- 
gerade durch eine Projections- 
axe; die beiden andern Pro- 
jectionen schneiden sich in 
einem Punkte dieser Axe, in 
welchem die beiden entspre- 
chenden Spuren dieser Geraden 
vereinigt erscheinen. (Fig. 26 a, 
Taf. V.) 

Liegen die Verbindungsge- 
raden zweier Paare von Pro- 
jectionen-der gegebenen Punkte 
in derselben Senkrechten zur 
zwischenliegenden Axe, so ist 
die Gerade zur dritten Projec- 
tionsebene parallel. Zwei ihrer 
Spuren liegen in dieser Senk- 
rechten, während die dritte der 
unendlich ferne Punkt der ent- 
sprechenden Projection der Ge- 
raden ist. (Fig. 27 a, Taf. V.) 

Fällt ein Paar von Projec- 
iionen der gegebenen Punkte 
in denselben Punkt zusammen, 
so ist derselbe auch die Pro- 
jection der Verbindungsgera- 
den, welche also auf der betref- 
fenden Projectionsebene senk- 
recht ist. 



cielle Lage ihrer Schnittgera- 
den. 

Liegt der Schnittpunkt eines 
Paares von Spuren der gege- 
benen Ebenen, als entspre- 
chende Spur der Geraden a im 
unendlichen, d. h. sind die be- 
treflfenden Spuren parallel, so 
ist die gesuchte Schnittlinie zu 
einer Projectionsebene parallel; 
die beiden andern Spuren lie- 
gen in derselben Senkrechten 
zu der auf dieser Projections- 
ebene senkrechten Axe, in 
welcher die beiden entsprechen- 
den Projectionen dieser Gera- 
den vereinigt erscheinen. (Fig. 
26 b, Taf. V.) 

Fallen die Schnittpunkte 
zweier Paare von Spuren der 
gegebenen Ebenen in densel- 
ben Punkt der zwischenliegen- 
den Axe, so geht die Schnitt- 
gerade durch diesen Punkt der 
Axe. Zwei ihrer Projectionen 
gehen durch diesen Punkt, 
während die dritte die Ver- 
bindungslinie der entsprechen- 
den Spur der Geraden mit dem 
Axeuschnittpunktist. (Fig. 27b, 
Taf. V.) 

Fällt ein Paar von Spuren 
der gegebenen Ebene in die- 
selbe Gerade zusammen, so ist 
dieselbe auch die Spur der 
Schnittgeraden, welche also in 
der betrefifenden Projections- 
ebene liegt. 



Digitized by VjOOQ IC . 



§. 19. 



Methoden der darstellenden Geometrie. 



61 



Liegt einer der gegebenen 
Punkte in einer Projections- 
ebene, so ist er (seine betref- 
fende Projection) zugleich die 
entsprechende Spur der Ver- 
bindungsgeraden . 

Liegt einer der gegebenen 
Punkte in einer Projectionsaxe, 
so schneidet die gesuchte Ver- 
bindungsgerade die betreffende 
Axe in diesem Punkte, in wel- 
chem daher zwei Spuren der- 
selben vereinigt sind. 

Gehen alle drei Verbind uwgs- 
geraden der gleichnamigen 
Projectionen der beiden gege- 
benen Punkte durch den Schnitt- 
punkt der Axen, so geht auch 
die Gerade im Räume durch 
den Anfangspunkt. Ihre drei 
Spuren sind im Axenschnitt- 
punkt vereinigt, während die 
durch diesen Punkt gehenden 
Vertindungsgeraden der gleich- 
namigen, gegebenen Projec- 
tionen der Punkte als die Pro- 
jectionen der gesuchten Raum- 
geraden erscheinen. ' 

Schnittgeraden erscheinen. 
So lassen sich die gegebenen Bedingungen noch mannig- 
faltig verändern, doch bleibt in allen diesen Fällen die Con- 
struction wesentlich dieselbe, wenn nur auf die schon bekann- 
ten Verhältnisse der Projectionen und Spuren von Geraden, 
die eine specielle Lage gegen die Projectionsebenen haben, 
gehörig Rücksicht genommen wird. In den beiden folgenden 
Beispielen jedoch reichen, wegen der speciellen Lage der ge- 
gebenen Elemente, die bisher angewendeten Methoden nicht 
aus, und muss eine besondere Hilfsconstruction eintreten. 



Steht eine der gegebenen 
Ebenen zu einer der Projec- 
tionsebenen senkrecht, so ist 
ihre betreffende Spur zugleich 
die entsprechende Projection 
der Schnittgeraden. 

Ist eine der gegebenen Ebe- 
nen zu einer Projectionsebene 
parallel, so ist die gesiichte 
Schnittgerade zu derselben 
ebenfalls parallel, und zwei 
Projectionen derselben erschei- 
nen in den betreffenden Spuren 
der gegebenen Ebene. 

Liegen alle drei Schnittpunkte 
der gleichnamigen Spuren der 
beiden gegebenen Ebenen im 
Unendlichen, d. h. sind diese 
Spuren paarweise parallel, so 
liegt auch die gesuchte Schnitt- 
gerade im Unendlichen, die 
gegebenen Ebenen sind parallel. 
Ihre drei Projectionen sind in 
der unendlich fernen Geraden 
vereinigt, während die gemein- 
samen Richtungen der gleich- 
namigen , gegebenen Spuren 
der Ebenen als die Spuren der 
gesuchten, unendlich fernen 
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Liegen die beiden gegebe- 
nen Punkte Oj h im Unend- 
lichen, so sind ihre Projectionen 
bestimmte Richtungen in der 
Zeichnungsebene ; die durch sie 
gelegte Gerade a liegt eben- 
falls im Unendlichen. Die drei 
Projectionen dieser Geraden 
fallen in der unendlich fernen 
Geraden zusammen, sie kann 
daher nur durch ihre Spuren, 
drei unendlich ferne Punkte, 
Richtungen, dargestellt werden. 
Um die diese Spuren darstel- 
lenden Richtungen zu finden, 
nimmt man einen Punkt c, am 
besten in einer der Axen, an, 
und legt durch denselben und 
die gegebenen Richtungen a 
und b zwei Gerade ß und y, 
die, da sie sich in dem ange- 
nommenen Punkt c schneiden, 
in einerEbeneJ^ liegen müssen. 
Die unendlich fernen Punkte 
(Richtungen) der Spuren dieser 
Ebene sind die gesuchten Spu- 
ren der Verbindungsgeraden «. 

Es seien z. B. a a" und V V 
(Fig. 28 a, Taf. V) die Hori- 
zontal- und Verticalprojectio- 
nen zweier unendlich ferner 
Punkte a und 6 , und c c" d" 
die Projectionen eines Punktes 
der Axe OZ, dessen Horizon- 
talprojection im Axenschnitt- 
punkte liegt. Legen wir nun 
durch c und c" die Horizon- 
tal- und Verticalprojectionen 



Gehen die beiden gegebenen 
Ebenen A^ B durch den An- 
fangspunkt, so gehen ihre Spu- 
ren durch den Schnittpunkt 
der Axen; ihre Schnittgerade 
a geht ebenfalls durch den An- 
fangspunkt. Die Spuren dieser 
Geraden fallen im Axenschnitt- 
punkt zusammen, sie kann da- 
her nur durch ihre Projectio- 
nen, drei durch den Schnitt- 
punkt der Axen gehende Ge- 
rade, dargestellt werden. Um 
diese Projectionen zu finden, 
nimmt man eine Ebene (7, am 
besten parallel zu einer Pro- 
jectionsebene, an, und bestimmt 
die Schnittgeraden ß und y 
dieser Ebene mit den beiden 
gegebenen Ebenen A und B; 
diese Geraden müssen sich, da 
sie in der angenommenen Ebene 
C liegen, in einem Punkte a 
schneiden. Die Verbindungs- 
geraden der Projectionen dieses 
Punktes mit dem Axenschnitt- 
punkt sind die gesuchten Pro- 
jectionen der Schnittgeraden a. 

Es seien z. B. A^ A^ und 
B, B^ (Fig. 28b, Taf. V) die 
Horizontal- und Verticalspuren 
zweier, durch den Anfangs- 
punkt gehender Ebenen J. und 
J?, und Gj C3 die Spuren einer 
zur Horizontalebene parallelen 
Ebene, deren Horizontalspur 
die unendlich ferne Gerade ist. 
Die Schnittpunkte /3, y^ und 
jSj ^2 der Spuren A^^B^jA^^ B^ 
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/J', y und j8", y" von zwei Ge- 
raden^ welche durch die Rich- 
tungen a und h gehen ^ und 
welche Projectionen durch die 
gegebenen Richtungen a', V; 
a", 6", gehen müssen; bestim- 
men ferner die zugehörigen 
Kreuzrissprojectionen /J'" und 
y'" dieser Geraden; so sind die 
Richtungen der letztern zu- 
gleich die Kreuzrissprojectionen 
d" und 6'" der zwei gegebe- 
nen Richtungen. Von den 
Spuren dieser Geraden fallen 
die Vertical- und Kreuzriss- 
spuren mit dem Punkte c", c" 
zusammen^ während die Hori- 
zontalspuren /3j und y^ nach 
den bekannten Methoden ge- 
funden werden können. Die 
Verbindungsgerade /S, y^ gibt 
die Horizontalspur J.J der Ebene 
A^ deren Vertical- und Kreuz- 
rissspur A^ und A^ durch die 
Punkte c c' gehen müssen. 
Die unendlich fernen Punkte, 
die Richtungen der drei Spu- 
ren A^ A^ A^ geben die ge- 
suchten Spuren der Geraden a, 
welche zugleich als die Stel- 
lung der Ebene A^ da dieselbe 
die beiden Richtungen a und h 
enthält, erscheint. 

2a. Schneiden sich die durch 
ihre Projectionen a d' d" und 
/S' /S" /S'" (Fig. 29 a, Taf. V) dar- 
gestellten Geraden a und /3 in 
einem Punkte a, so müssen die 



mit den Spuren der Ebene C, 
von denen die erstem, weil C, 
die unendlich ferne Gerade ist, 
als die Richtungen der Spuren 
Ay^ und J5| erscheiflen, geben 
die Horizontal- und Vertical- 
spuren der Schnittgeraden j3 
und y der Ebenen A und £ 
mit (7. Bestimmen wir die zu- 
gehörigen Kreuzrissspureu /Sj 
und 7^3 dieser Geraden, so sind 
die Verbindungslinien dersel- 
ben mit dem Axenschnitipunkt 
zugleich die Kreuzrissspuren 
A^ und JBg der zwei gegebenen 
Ebenen. Von den Projectionen 
dieser Geraden fallen die Ver- 
tical- und Kreuzrissprojectionen 
mit der Geraden G^ C^ zusam- 
men, während die florizontal- 
projectionen ß' und y nach 
den bekannten Methoden ge- 
funden werden können. Der 
Schnittpunkt von ß' und / gibt 
die Horizontalprojection d des 
Punktes a, dessen Vertical- und 
Kreuzrissprojection in den Ge- 
raden Cj C3 liegen müssen. Die 
Verbindungslinien der drei Pro- 
jectionen d d' d' mit dem 
Schnittpunkt der Axen geben 
die gesuchten Projectionen der 
Schnittgeraden a der beiden 
Ebenen A und B. 

2 b. Liegen die durch ihre 
Spuren a^ a^ a^ und /S, ß.^ ß^ 
(Fig. 29 b, Taf. V) dargestell- 
ten Geraden a und ß in einer 
Ebene Ay so müssen die Ver- 
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Schnittpunkte d a a" der 
gleichnamigenProjectionen die- 
ser Geraden zugleich als die 
Projectionen des Schnittpunk- 
tes a der Raumgeraden er- 
scheinen^ d.h. den Bedingungen 
der Projectionen eines Punktes 
entsprechen. Die Verbindungs- 
geraden der gleichnamigen Spu- 
ren a, «2 «3 ^^^ ßi ßi ßz d^r 
gegebenen Geraden geben die 
drei Spuren A^A^A^ der durch 
sie gelegten Ebene. 

Jede Gerade y, welche irgend 
zwei Punkte h, c dieser Gera- 
den, deren Projectionen in den 
Projectionen der gegebenen 
Geraden liegen müssen, ver- 
bindet, muss in derselben Ebene 
liegen*, ihre Spuren y^ y^ y^ 
liegen daher in den entspre- 
chenden Spuren der Ebene A. 

Specielle Fälle. Ist der 
Schnittpunkt der Geraden ein 
unendlich femer Punkt, d. h. 
sind die Geraden parallel, so 
schneiden sich ihre Projectio- 
nen ebenfalls in unendlich fer- 
nen Punkten der Zeichnungs- 
ebene, d. h. sie sind parallel. 
Die Verbindungsgeraden der 
gleichnamigen Spuren dieser 
Geraden geben wieder die Spu- 
ren der durchgelegten Ebene. 

Haben die Geraden eine, 
z. B. die Horizontalprojection 
gemeinsam, so ist dieselbe zu- 
gleich die Horizontalspur der 



bindungsgeraden A^ A^ A^ der 
gleichnamigen Spuren dieser 
Geraden zugleich als die Spu- 
ren der durch die Gerade ge- 
legten Ebene J. erscheinen, d. h. 
den Bedingungen der Spuren 
einer Ebene entsprechen. Die 
Schnittpunkte der gleichnami- 
gen Projectionen d a' d" und 
/3' /3" /3"' der gegebenen Gera- 
den geben die drei Projectio- 
nen d a" d" des Schnittpunk- 
tes derselben. 

Jede Gerade y, in welcher 
sich irgend zwei durch diese 
Geraden gelegte Ebenen J5, C, 
deren Spuren dur(Jh die Spuren 
der gegebenen Geraden gehen 
müssen, schneiden, muss durch 
denselben Punkt gehen; ihre 
Projectionen y y" y"' gehen 
daher durch die entsprechen- 
den Projectionen des Punktesa. 

Specielle Fälle. Geht die 
Ebene der beiden Geraden durch 
den Anfangspunkt^ so geht die 
Verbindungslinie der gleich- 
namigen Spuren der Geraden 
ebenfalls durch den Schnitt- 
punkt der Axen in der Zeich- 
nungsebene. Die Schnittpunkte 
der gleichnamigen Projectio- 
nen dieser Geraden geben wie- 
der die Projectionen des Schnitt- 
punktes derselben. 

Haben die Geraden eine, 
z. B. die Horizontalspur ge- 
meinsam, so ist dieselbe zu- 
gleich die Horizontalprojection 



Digitized by VjOOQIC 



§. 19. 



Methoden der darstellenden Geometrie. 



65 



durchgelegten Ebene, welche 
in diesem Falle senkrecht zur 
Horizontalebene ist. Diebeiden 
andern Spuren sind dann, wie 
bekannt; senkrecht zu den 
Axen OX und OT. 

Sind eine oder beide Gerade 
zu einer Projectionsebene senk- 
recht, so ist auch die durch- 
gelegte Ebene zu dieser Pro- 
jectionsebene senkrecht. 

Steht die ^eine Gerade auf 
einer, die zweite auf ein^r an- 
dern Projectionsebene senk- 
recht, so sind die entsprechen- 
den, als Punkte erscheinenden 
Projectionen der beiden Ge- 
raden zugleich die Projectionen 
des Schnittpunktes, liegen also 
in den Senkrechten zur zwi- 
schenliegenden Axe. Die durch 
diese Geraden gelegte Ebene 
ist zu dieser Axe senkrecht. 

Geht eine der beiden Gera- 
den durch den Anfangspunkt, 
so geht auch jede durch dieselbe 
gelegte Ebene durch diesen 
Punkt. Die Projectionen der 
Geraden gehen durch den Axen- 
schnittpunkt, in welchem auch 
die Spuren derselben vereinigt 
'sind; die Verbindungsgeraden 
der drei Spuren der zweiten 
Geraden mit dem Schnittpunkt 
der Axen geben also die Spu- 
ren der durchgelegten Ebene. 

Gehen beide Gerade durch 
den Anfangspunkt, so ist die- 

Kl ekler, darstell. Geometrie. 



des Schnittpunktes, welcher 
in diesem Falle in der Hori- 
zontalebene liegt. Die beiden 
andern Projectionen liegen 
dann, wie bekannt, in den 
•Axen OX und OY. 

Liegen eine oder beide Ge- 
rade in einer Projectionsebene, 
so liegt auch ihr Schnittpunkt 
in dieser Projectionsebene. 

Liegt die eine Gerade in 
einer, die zweite in einer an- 
dern Projectionsebene, so sind 
die entsprechenden, als Gerade 
erscheinenden Spuren der bei- 
den Geraden zugleich die Spu- 
ren der durchgelegten Ebene, 
müssen sich also in einem 
Punkte der zwischenliegenden 
Axe schneiden. Der Schnitt- 
punkt der beiden Geraden ist 
dann dieser Punkt der Axe. 

Liegt eine der beiden Ge- 
raden im Unendlichen, so ist 
auch jeder ihrer Punkte ^in 
unendlich entfernter Punkt 
(Richtung). Die Spuren der Ge- 
raden sind drei Punkte der un- 
endlich fernen Geraden (Rich- 
tungen), in welcher auch die 
Projectionen derselben verei- 
nigt sind; die unendlich fernen 
Punkte der drei Projectionen 
der zweiten Geraden sind also 
die Projectionen des Schnitt- 
punktes. 

Liegen beide Gerade in der 
unendlich fernen Ebene, so ist 

5 
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ser Punkt ihr gemeinsamer 
Schnittpunkt; und in demselben 
sind alle Spuren der beiden 
Geraden vereinigt. Um die 
Spuren der durch sie gelegten 
Ebene, welche alle durch den- 
Axenschnittpunkt gehen müs- 
sen, zu erhalten, nimmt man 
in den beiden Geraden je einen 
Punkt an. Die Verbindungs- 
linie der Spuren der durch 
diese Punkte gelegten Geraden 
mit dem Axenschnittpunkt ge- 
ben die gesuchten Spuren. 

Noch einfacher-gestaltet sich 
die Construction , wenn man 
zur Darstellung der, durch die 
beiden Geraden gelegten Ebene 
die beiden Collineationsaxen 
x" und x""' benutzt, aus wel- 
chen sich auch die Spuren der 
Ebene leicht bestimmen lassen. 

Seien z. B. wieder a a" a" 
und /3' f r (Fig. 30a, Taf. V) 
die Projectionen der beiden 
sich im Punkte a schneidenden 
Geraden a und ß, so liegen die 
Schnittpunkte der Projectionen 
a und «", ß' und /3" in der 
CoUineationsaxe x'", und eben- 
so ergeben die Schnittpunkte 
von a" und a", /3" und j8"' die 
CoUineationsaxe x"'", welche 
Collineationsaxen sich in einem 
Punkte der Halbirungsgeraden 
]^j der Zeichnungsebene schnei- 
den müssen. Aus den Colli- 
neationsaxen erhält man die 



diese die durch sie gelegte 
Ebene, und in der unendlich 
fernen Geraden sind alle Pro- 
jectionen der beiden Geraden 
vereinigt. Um die Projectio- 
nen ihresSchnittpunktes,welche 
in dieser unendlich fernen Ge- 
raden liegen müssen, zu er- 
halten, legt man durch beide 
Geraden je eine Ebene.. Die 
unendlich fernen Punkte der 
Projectionen der Schnittgera- 
den dieser beiden Ebenen sind 
die gesuchten Projectionen. 

Noch einfacher gestaltet sich 
die Construction, wenn man 
zur Darstellung des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden 
die beiden Collineationscentren 
g^2 und ^23 benutzt, aus wel- 
chen sich auch die Projectio- 
nen des Punktes leicht bestim- 
men lassen. 

Seien z. B. wieder ofj a.^ a^ 
und /S, ß^ ß^ (Fig. 30 b, Taf. V) 
die Spuren der beiden in der 
Ebene Ä liegenden Geraden 
a und ß, so gehen die Ver- 
bindungsgeraden der Spuren 
a^ und a^, ßi und /Sj du^<^h 
das Collineationscentrum ^,2^ 
und ebenso ergeben die Ver- 
bindungslinien von «2 und «3, 
jSjj und ß^ das Collineations- 
centrum ^23; welche Colli- 
neationscentren in einer, durch 
die Richtung ti der Zeichnungs- 
ebene gehenden Geraden liegen 
müssen. AusdenCollineations- 
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Spuren Ä^ A^ A^ der gesuch- 
ten Eben« auf bekannte Weise. 

3a. Sind (Pig.31a,Taf.VI) 
a a a" die Projectionen und 
a^ «2 ^3 ^® Spuren der gege- 
benen Geraden und a' a d" 
die Projectionen des gegebenen 
Punktes, so nimmt man in der 
gegebenen Geraden einen Punkt 
h an; bestimmt man dann die 
Projectionen /S' f jS"' und die 
Spuren /J^ /Sg i^3 ^®^ Verbin- 
dungsgeraden /3 der Punkte a 
und 6, so geben die Verbin- 
dungsgeraden der gleichnami- 
gen Spuren der Geraden a und 
/S die Spuren A^ Al^ A^ der ge- 
suchten Ebene» 

Einfacher gestaltet sich die 
Construction, wenn man in der, 
nur durch ihre Spuren «j a^ «3 
gegebenen Geraden a, statt 
des willkürlich gewählten Punk- 
tes &, den mit einer der Spu- 
ren z. B. «2 zusammenfallen- 
den Punkt v in dieser Pro- 
jectionsebene annimmt, weil 
die Projectionen dieses Punktes 
leicht gefunden werden können, 
ohne die Projectionen von a 
zu bestimmen. Die Spuren 
/S, /S2 /'s ^ö' Geraden av, deren 
Verticalspur /Sj ^^^ ^^^ ^2 ^^'' 
sammenfällt, bestimmen auch 
hier mit den Spuren der Ge- 
raden a die Spuren der ge- 
suchten Ebene. (Fig. 32 a, Tat 
VI.) 



centren erhält man die Pro- 
jectionen d a" d'' des gesuch- 
ten Punktes auf bekannte Weise. 
3b. Sind(Fig.31b,Taf.Vl) 
a, «2 ^3 ^^® Spuren und d «" d" 
die Projectionen der gegebe- 
nen Geraden und A^ A^ A^ die 
Spuren der gegebenen Ebene, 
so legt man durch die"gegebene 
Gerade eine Ebene £; bestimmt 
man dann die Spuren /3| ^1^^ 
und die Projectionen /S' /S" /S'" 
der Schnittgeraden /3 derEbenen 
A und 3j so geben die Schnitt- 
punkte der gleichnamigen Pro- 
jectionen der Geraden a und /3 
die Projectionen d d' d" des 
gesuchten Punktes. 

Einfacher gestaltet sich die 
Construction, wenn man durch 
die, nur durch ihre Projectio- 
nen d d' d" gegebene Gerade 
a, statt der willkürlich ge- 
wählten Ebene Jß, die zu einer 
z. B. der Verticalebene senk- 
rechte Ebene V annimmt, weil 
die Spuren dieser Ebene leicht 
gefunden werden können, ohne 
die Spuren von a zu bestim- 
men. Die Projectionen /S' /J" ß"' 
der Schnittgeraden der Ebe- 
nen A und F, deren Vertical- 
projection /3" aber mit «" zu- 
sammenfällt, bestimmen auch 
hier mit den Projectionen der 
Geraden a die Projectionen des 
gesuchten Punktes. (Fig. 32 b, 
Taf. VI.) 
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Bei besonderen Lagen der gegebenen Elemente verändert 
sieh die Constmetion in einzelnen Punkten, z. B. • 



Liegt die Gerade a im Un 
endlichen, sind ihre Spuren 
a^ «2 ^3 <l&her drei Riehtungen 
in der Zeichnungsebene, so ist 
die Gerade /3, welche den ge- 



Geht die Gerade a durch den 
Anfangspunkt, sind daher ihre 
Projectionen a'a"a'"drei durch 
den Axenschnittpunkt gehende 
Gerade, so geht die Gerade /3, 
gebenen Punkt a mit einer der die Schnittlinie der Ebene A 



im Unendlichen befindlichen 
Spuren z. B. «, verbindet, zur 
Horizontalebene parallel. Die 
Yertical- und Ereuzris^spur ß^ 
und ß^ dieser Geraden geben 
Punkte der gleichnamigen Spu- 
ren der gesuchten Ebene, welche 
Spuren durch die gegebenen 
Richtungen a^ a^ a^ gehen müs- 
sen. (Fig. 33a, Taf. VI.)») 



Geht die Gerade a durch 
den Anfangspunkt, so geht 
auch jede durch sie gelegte, 
mithin auch die gesuchte Ebene 
durch diesen Punkt. Da aber 
alle drei Spuren dieser Gera- 
den im Axenschnittpunkt ver- 
einigt sind, so kann die Hülfs- 
gerade ß nur durch Verbin- 
dung irgend eines willkürlichen 
Punktes ^der gegebenen Gera- 
den a, der nicht in einer Pro- 
jectionsebene liegt, daher mit 
keiner Spur zusammenfilllt. 



mit der durch a senkrecht zu 
einer, z. B. der Horizontalebene 
gelegten Ebene, durch die Axe 
OZ. Die Schnittpunkte der 
Vertical- und Ereuzrissprojec- 
tion /J" und ß'" dieser Geraden 
mit den gleichnamigen Pro- 
jectionen der Geraden er, geben 
die Projectionen a" und a'" 
des gesuchten Punktes, aus 
welchen d leicht bestimmt wer- 
den kann. (Fig. 33 b, Taf. VL) 
Liegt die Gerade a im Un- 
endlichen, so ist auch jeder 
ihrer Punkte, mithin auch der 
gesuchte, ein unendlich femer 
Punkt, eine Richtung. Da aber 
alle drei Projectionen dieser 
Geraden in der unendlich fer- 
nen Geraden vereinigt sind, 
so kann die Hülf^erade ß nur 
als die Schnittlinie einer will- 
kürlich durch die Stellung a 
gelegten Ebene, die zu keiner 
Projectionsebene senkrecht ist, 
mit der gegebenen Ebene A 



*) Da die gegebenen Richtungen er, a^ er, zugleich die Richtungen 
der Spuren jeder Ebene des Parallelebenenbüschels sind, dessen Axe 
die gegebene, unendlich ferne Gerade a ist; so ist die gegebene Con- 
struction auch die Lösung der Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt 
eine Ebene parallel zu einer gegebenen Ebene zu legen. 
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mit dem gegebenen Punkte a 
angenommen werden. Die Ver- 
bindungslinien der Spuren der 
G eraden ß mit dem Axenschnitt- 
punkt geben die Spuren der 
gesuchten Ebene. 

Ist der gegebene Punkt a 
der Anfangspunkt, so sind die 
Verbindungslinien der Spuren 
der gegebenen Geraden a mit 
dem Axenschnittpunkt die Spu- 
ren der gesuchten Ebene. 

Eine wesentliche Verein- 
fachung erfährt die Construc- 
tion, wenn der gegebene Punkt 
a in einer der Projectionsebe- 
nen liegt ^ da in diesem Falle 
die entsprechende Spur jeder 
durch ihn gelegten Ebene durch 
seine gleichnamige Projection 
gehen muss. Die Verbindungs- 
linie der entsprechenden Spur 
der Geraden a mit dieser Pro- 
jection des Punktes a gibt die 
entsprechende Spur der gesuch- 
ten Ebene, aus welcher »die 
beiden andern Spuren^ die durch 
die gleichnamigen Spuren der 
Geraden a gehen müssen^ leicht 
entwickelt werden können. 

Ist der Punkt a nicht un- 
mittelbar durch seine Projec- 
tioneU; sondern durch die Spu- 
ren ß^ ß^ /J3, y, ^2 ^3 zweier 
in einer. Ebene E liegender, 
mithin sich in einem Punkte 
schneidender Geraden ß und y 
gegeben^ so kann man die Spu- 



I angenommen werden. Die un- 
endlich fernen Punkte, die 
Richtungen, der Projectionen 
der Geraden ß geben die Pro- 
jectionen des gesuchten Punk- 
tes. 

Ist die gegebene .Ebene Ä 
die unendlich ferne Ebene, so 
sind die Richtungen der Pro- 
jectionen der gegebenen Ge- 
raden die Projectionen des ge- 
suchten Punktes. 

Eine wesentliche Verein- 
fachung erfährt die Construc- 
tion, wenn die gegebene Ebene 
Ä zu einer der Projectionsebe- 
nen senkrecht ist, da in die- 
sem Falle die entsprechende 
Projection jedes ihrer Punkte 
in ihrer gleichnamigen Spur 
liegen muss. Der Schnittpunkt 
der entsprechenden Projection 
der Geraden a mit dieser Spur 
der Ebene A gibt die entspre- 
chende Projection des gesuch- 
ten Punktes, aus welcher die 
beiden andern Projectionen, 
die in den gleichnamigen Pro- 
jectionen der Geraden « liegen 
müssen, leicht entwickelt wer- 
den können. 

Ist die Ebene A nicht un- 
mittelbar durch ihre Spuren, 
sondern durch die Projectionen 
ßf ß>, ßm^ y yf yn zweier sich 

in einem Punkte^ schneiden- 
der, mithin in einer Ebene lie- 
gender Geraden ß und y ge- 
geben, so kann man die Pro- 
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ren der durch eine Gerade a 
und den Schnittpunkt der Ge- 
raden ßy gelegten Ebene A 
bestimmen, ohne die Projec- 
tionen dieses Schnittpunktes* 
aufzusuchen. Zu diesem Zwecke 
bestimmt man die Ebenen B 
und Cy welche die beiden Ge- 
radeii ß und y mit dem in einer 
Projectionsebene, z. B. der Ho- 
rizontalebene, liegenden Punkte 
«1 der Geraden a verbinden. 
Die Horizontalspuren B^ C^ die- 
ser Ebenen sind die Verbin- 
dungsgeraden der Spuren ß^ 
und y, mit dem Punkte «,, 
während die beiden andern Spu- 
ren durch ß^ und ß^ , beziehungs- 
weise durch ^2 ^ßd ^3 gehen 
müssen. Die Schnittlinie d die- 
ser beiden Ebenen JS und C, 
deren Horizontalspur d^ mit a^ 
zusammenfällt, muss durch den 
Schnittpunkt a der gegebenen 
Geraden ß und y gehen, und 
hat mit der gegebenen Gera- 
den a die Horizontalspur a^ ge- 
meinsam. Die durch die Ge- 
raden a und ä gelegte Ebene 
ist daher die gesuchte Ebene Ä. 
(Fig. 34 a, Taf. VI.) 

Hieran schliesst sich die Auf- 
gabe, die Verbindungsgerade 
zweier durch je ein Paar sich 
schneidender Geraden aß und 
yd gegebener Punkte a und h 
zu zeichnen, wenn die Geraden 
a, /J, y und d durch ihre Spu- 
ren gegeben sind, ohne die 



jectionen des in einer Geraden« 
und in der durch die Geraden 
ß y gelegten Ebene liegenden 
Punktes a bestimmen, ohne 
die Spuren dieser Verbindungs- 
ebene aufzusuchen. Zu diesem 
Zwecke bestimmt man die 
Punkte b und c, welche die Ge- 
raden ß und y mit der durch 
die Gerade a senkrecht zu einer, 
z. B. der Horizontalebene, ge- 
legten Ebene gemeinsam haben. 
Die Horizontalprojeetionen Vc 
dieser Punkte sind die Schnitt- 
punkte der Projectionen jS' und 
y mit der Projection a', wäJi- 
rend die beiden andern Projec- 
tionen in j8" und j8'", beziehungs- 
weise in /' und /" liegen müs- 
sen. Die Verbindungslinie S 
dieser beiden Punkte b und c, 
deren Horizontalprojection Ä' 
mit a zusammenfällt, muss in 
der durch die gegebenen Ge- 
raden ß und y gelegten Ebene 
Ä liegen, und hat mit der ge- 
gebenen Geraden a die Hori- 
zontalprojection a gemeinsam. 
Der Schnittpunkt der Geraden 
a und d ist daher der gesuchte 
Punkt a. (Fig. 34 b, Taf. VI.) 
Hieran schliesst sich die Auf- 
gabe, die Schnittlinie zweier 
durch je ein Paar sich schnei- 
dender Geraden aß und yd 
gegebener Ebenen Ä und B 
zu zeichnen, wenn die Gera- 
den a, ß, y und d durch ihre 
Projectionen gegeben sind. 
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Projectionen dieser Punkte 
aufzusuchen. Man legt nach 
dem Frühern die Yerbindungs- 
ebenen M und N des Schnitt- 
punktes yd mit den Geraden 
a und /3. Die Schnittlinie | 
dieser beiden Ebenen geht 
durch die Schnittpunkte der 
Geraden a und ß, y und 8^ 
ist also die gesuchte Verbin- 
dungsgerade. * 

4 a. Sind die drei Punkte 
a, 6 und c durch ihre Projec- 
tionen gegeben^ so liegt jede 
der drei Geraden, welche je 
zwei dieser Punkte verbin- 
det, in der durch diese Punkte 
bestimmten Ebene; die Spuren 
irgend zweier dieser Verbin- 
dungsgeraden bestimmen dann 
nach dem Frühem die Spuren 
der gesuchten Ebene. 

In den Schnittpunkten der 
Horizontal- und Verticalpro- 
jectionen der Verbindungsge- 
raden der Punkte ah^hc und 
ac, die also in einer Geraden 
liegen müssen, erhält man die 
CoUineationsaxe x " des ebe- 
nen Systems, dem die drei 
Punkte ahc angehören, und 
des&en Träger die gesuchte 
Ebene ist. Ebenso ergeben die 
Schnittpunkte der Vertical- und 
Kreuzrissproj ectionen dieser 
Verbindungsgeraden die CoUi- 
neationsaxe x"'"; aus den Col- 
lineationsaxen eines ebenen Sy- 



ohne die Spuren dieser Ebenen 
aufzusuchen. Man sucht nach 
dem Frühern die Schnittpunkte 
m und n der Verbindungsebene 
y8 mit den Geraden a und /5. 
Die Verbindungslinie % dieser 
beiden Punkte liegt nun in 
den beiden durch a und /5, y 
und 8 gelegten Ebenen, ist 
also die gesuchte Schnittlinie. 

4 b. Sind die drei Ebenen 
Aj B und C durch ihre Spu- 
ren gegeben, so geht jede der 
drei Geraden, in welchen sich 
je zwei dieser Ebenen schnei- 
den, durch den durch diese 
Ebenen bestimmten Punkt; die 
Projectionen von irgend zweien 
dieser Schnittlinien bestimmen 
dann nach dem Frühern die 
Projectionen des gesuchten 
Punktes. 

In den Verbindungslinien der 
Horizontal- und Verticalspuren 
der Schnittlinien der Ebenen 
ABy BC und AC, die sich 
also in einem Punkte schneiden 
müssen, erhält man das Colli- 
neationscentrum tjj ^®s Strah- 
lenbündels, dem die drei Ebe- 
nen ABC angehören und des- 
sen Mittelpunkt der gesuchte 
Punkt ist. Ebenso ergeben die 
Verbindungslinien der Verti- 
cal- und Kreuzrissspuren dieser 
Schnittgeraden das Collinea- 
tionscentrum ^23? aus denCoUi- 
neationscentren eines Strahlen- 
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stems lassen sich aber die ge- { bündels lassen sich aber die 
suchten Spuren des Trägers gesuchten Projectionen des Mit- 



leicht bestimmen. 
Taf. VI.) 



(Fig. 35 a, 



telpunktes leicht bestimmen. 
(Fig. 35 b, Taf. VI.) 



Was immer für specielle Lagen die gegebenen Elemente 
in dieser Aufgabe haben mögen, sie lässt sich stets durch 
die Aufsuchung der durch zwei dieser Elemente bestimmten 
Geraden in Verbindung mit dem dritten gegebenen Ele- 
mente auf die vorhergehende Aufgabe zurückführen; eine 
nochmalige Aufzählung und Untersuchung der möglichen spe- 
ciellen Fälle ist also hier vollkommen überflüssig. 

§. 20'. Die Aufgaben, welche zur Darstellung eines Grund- 
gebildes der ersten Stufe (Punktreihe, Ebenenbüschel und 
Strahlenbüschel) führen, sind wieder, in üebereinstimmung 
mit den in der Einleitung angeführten gegenseitigen Be- 
ziehungen dieser Gebilde, folgende: 



1 a. Eine Punktreihe ist durch 
die Projectionen ihres Trägers, 
und ein ausserhalb desselben 
gelegener Punkt durch seine 
Projectionen gegeben; es soll 
das Strahlenbüschel dargestellt 
werden, dessen Mittelpunkt der 
gegebene Punkt ist, und als 
dessen Elemente die Verbin- 
dungsgeraden der Punkte der 
Punktreihe mit dem gegebenen 
Punkte erscheinen. 

2 a. Ein Strahlenbüschel ist 
durch die Projectionen seines 
Mittelpunktes und die Spuren 
seines Trägers gegeben, ebenso 
eine Gerade, die durch den 
Mittelpunkt desselben geht; es 
soll das Ebenenbüschel darge- 
stellt werden, welches durch 
die Verbindungsebenen der 
Strahlen des Strahlenbüschels 



Ib. Ein Ebenenbüschel ist 
durch die Spuren seiner Axe, 
und eine nicht durch dieselbe 
gehende Ebene durch ihre Spu- 
ren gegeben; es soll das Strah- 
lenbüschel dargestellt werden, 
dessen Träger die gegebene 
Ebene ist, und als dessen Ele- 
mente die Schnittgeraden der 
Ebenen des Ebenenbüschels mit 
der gegebenen Ebene erschei- 
nen. 

2 b. Ein Strahlenbüschel ist 
durch die Spuren seines Trä- 
gers und die Projectionen seines 
Mittelpunktes gegeben , ebenso 
eine Gerade, die in der Ebene 
derselben liegt; es soll die 
Punktreihe dargestellt werden, 
welche durch die Schnittpunkte 
der Strahlen des Strahlen- 
büschels mit der gegebenen 
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mit der gegebenen Geraden 
gebildet wird und dessen Axe 
die gegebene Gerade ist. 

3a. Gegeben ein Strahlen- 
büschel und ein nicht in sei- 
nem Träger liegender Punkt; 
es soll das Ebenenbüschel dar- 
gestellt werden, welches durch 
die Verbindungsebenen der 
Strahlen des Strahlenbüschels 
mit dem gegebenen Punkte ge- 
bildet wird, und dessen Axe 
die Verbindungslinie des ge- 
gebenen Punktes mit dem Mit- 
telpunkte des Strahlenbüschels 
ist. 

4 a. Gegeben eine Punkt- 
reihe und eine den Träger der- 
selben nicht schneidende Ge- 
rade; es soll das Ebenenbüschel 
dargestellt werden, dessen Axe 
die gegebene Gerade ist, und 
dessen Elemente die Verbin- 
dungsebenen der Punkte der 
Punktreihe mit der gegebenen 
Geraden sind. 



Geraden gebildet wird, und 
deren Träger die gegebene Ge- 
rade ist. 

3 b. Gegeben ein Strahlen- 
büschel und eine nicht durch 
seinen Mittelpunkt gehende 
Ebene; es soll die Punktreihe 
dargestellt werden, welche durch 
die Schnittpunkte .der Strahlen 
des Strahlenbüschels mit der 
gegebenen Ebene gebildet wird, 
und deren Träger die Schnitt- 
linie der gegebenen Ebene mit 
demTräger des Strahlenbüschels 
ist. 

4 b. Gegeben ein Ebenen- 
büschel und eine die Axe des- 
selben nicht schneidende Ge- 
rade; es soll die Punktreihe 
dargestellt werden, deren Trä- 
ger die gegebene Gerade ist, 
und dessenElemente die Schnitt- 
punkte der Ebenen des Ebenen- 
büschels mit der gegebenen Ge- 
raden sind. 



Die Lösungen dieser Aufgaben bestehen im Allgemeinen 
nur in einer wiederholten Anwendung der in den Aufgaben 
des vorigen Paragraphes angewendeten Methoden, und sollen 
daher im Folgenden nur kurz angedeutet werden. 



la. Es seien (Fig. 36 a, Taf. 
VI) a a a" die Projectionen 
des Trägers der Punktreihe und 
a! a d" die Projectionen des 
gegebenen Punktes. Die Pro- 
j ectionen der Strahlen des Strah- 
lenbüschels bilden drei projec- 
tivische Strahlenbüschel in der 
Zeichnungsebene, deren Mittel- 



Ib. Es seien (Fig. 36b, Taf. 
VI) «, «2 ^3 ^i® Spuren der 
Axe des Ebenenbüschels und 
A^ Ä2 Ä^ die Spuren der- ge- 
gebenen Ebene. Die Spuren 
der Strahlen des Strahlenbü- 
schels bilden dreiprojectivische 
Punktreihen in der Zeichnungs- 
ebene, deren Träger die Spu- 
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punkte die Projeetionen des 
Punktes a sind. Die Projee- 
tionen des einem Punkte h 
der Punktreihe entsprechenden 
Strahls ß des Strahlenbüschels 
erhält man in den Verbindungs- 
geraden der Projeetionen des 
Punktes h mit den gleichna- 
migen Projektionen von a. Die 
Schnittpunkte der Horizontal- 
und Vertical-, sowie der Ver- 
tical- und Kreuzrissprojectionen 
der Strahlen des Strahlenbü- 
schels liegen alle in zwei Ge- 
raden x' " und k" '", in welchen 
auch die Schnittpunkte der 
gleichen Projeetionen des Trä- 
gers a liegen, und welche die 
CoUineationsaxen der Ebene 
des Strahlenbüschels sind. Aus 
diesen CoUineationsaxen lassen 
sich die Spuren A^ A^ A^ die- 
ser Ebene, welche ausserdem 
durch die Spuren a^a^a^ des 
Trägers der gegebenen Punkt- 
reihe gehen müssen, leicht be- 
stimmen. In den Schnittpunk- 
ten der Projeetionen der Strah- 
len des Büschels mit den gleich- 
namigen Spuren seines Trägers 
finden sich endlich die Spuren 
derselben. 

2 a. Es seien (Fig. . 37 a, 
Taf. VII) a a' d" die Projee- 
tionen des Mittelpunktes des 
Strahlenbüschels und a «" a" 
die Projeetionen der durch die- 
sen Punkt gehenden gegebenen 
Geraden. Bestimmt man die 



ren der Ebene A sind. Die 
Spuren des einer Ebene JS des 
Ebenenbüschels entsprechen- 
den Strahls j3 des Strahlenbü- 
schels erhält man in den Schnitt- 
punkten der Spuren der Ebene 
3 mit den gleichnamigen Spu- 
ren von A. Die Verbindungs- 
linien der Horizontal- und Ver- 
tical-, sowie der Vertical- und 
Kreuzrissspuren der Strahlen 
des Strahlenbüschels gehen alle 
durch zwei Punkte g,2 und gga^ 
durch welche auch die Verbin- 
dungslinien der gleichen Spu- 
ren des Trägers a gehet, und 
welche dieCoUineationscentren 
des Mittelpunktes des Strahlen- 
büschels sind. Aus diesen Col- 
lineationscentren lassen sich die 
Projeetionen d a" d" dieses 
Punktes, welche ausserdem in 
den Projeetionen d a d" der 
Axe des gegebenen Ebenen- 
büschels liegen müssen, leicht 
bestimmen. In den Verbin- 
dungslinien der Spuren der 
Strahlen des Büschels mit den 
gleichnamigen Projeetionen sei- 
nes Mittelpunktes finden sich 
endlich die Projeetionen der- 
selben. 

2 b. Es seien (Fig. 37 b, 
Taf. VII) A^ A^ A^ die Spuren 
des Trägers des Strahlenbü- 
schels und «1 «2 ^3 ^^ Spuren 
der in dieser Ebene liegenden 
gegebenen Geraden. Bestimmt 
man flie CoUineationsaxen ^" 
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GoUineationscentren ^12 undS23 
des gegebenen Punktes a, so 
können dieselben zur Auffin- 
dung der Spuren des Trägers 
A des Strahlenbüschels und der 
Spuren «, a^ «3 der gegebenen 
Geraden«, welche beide, Ebene 
und Gerade, durch den Punkt 
a gehen sollen, benutzt wer- 
den. Die zusammengehörigen 
Spuren /5, ß^ ßs ^^^^^ Strahls 
des Strahlenbüschels sind mit 
Hülfe dieser Collineationscen- 
tren ebenfalls leicht zu bestim- 
men, und in den Verbindungs- 
linien derselben mit den Spu- 
ren der gegebenen Geraden a 
ergeben sich die Spuren B^B2 B^ 
der dem Strahle ß entsprechen- 
den Ebene B de3 gesuchten 
Ebenenbüschels. 

3 a. Bestimmt man die Ver- 
bindungslinie a des gegebenen 
Punktes mit dem Mittelpunkte 
des gegebenenStrahlenbüschels, 
so ist die Aufgabe vollständig 
auf die vorige zurückgeführt, 
da die Verbindungsebenen die- 
ser Geraden a mit den Strah- 
len des Strahlenbüschels den 
gesuchten Ebenenbüschel bil- 
den. 

4 a. Auch diese Aufgabe 
lässt sich leicht auf die vor- 
hergehenden zurückführen. Die 
gegebene Punktreihe bestimmt 
mit irgend einem Punkte der 
gegebenen Geraden ein Strah- 
lenbüschel, welches mit der 



und x" '" der gegebenen Ebene 
Ay so können dieselben zur Auf- 
findung der Prqjectionen des 
Mittelpunktes a des Strahlen- 
büschels und der Projectionen 
tt a a' der gegebenen Gera- 
den «, welche beide, Punkt und 
Gerade, in der Ebene A liegen 
sollen, benutzt werden. Die 
zusammengehörigen Projectio- 
nen /5'i8"j8'" eines Strahles des 
Strahlenbüschels sind mit Hülfe 
dieser CoUineationsaxen eben- 
falls leicht zu bestimmen, und 
in den Schnittpunkten dersel- 
ben mit den Projectionen der 
gegebenen Geraden a ergeben 
sich die Projectionen V V 6'" 
des dem Strahle ß entsprechen- 
den Punktes 6 der gesuchten 
Punktreihe. 

3 b. Bestimmt man die 
Schnittlinie a der gegebenen 
Ebene mit dem Träger des ge- 
gebenen Strahlenbüschels, so ist 
•die Aufgabe vollständig auf die 
vorige zurückgeführt, da die 
Schnittpunkte dieser Geraden « 
mit den Strahlen des Strahlen- 
büschels die gesuchte Punkt- 
reihe bilden. 

4 b. Auch diese Aufgabe 
lässt sich leicht auf die vorher- 
gehenden zurückführen. Das 
gegebene Ebenenbüschel be- 
stimmt mit irgend einer durch 
die gegebene Gerade gelegten 
JBbene ein Strahlenbüschel, wel- 
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durch seinen Mittelpunkt gehen- 
den gegebenen Geraden das 
gesuchte Ebenenbüschel be- 
stimmt. 

Sind (Fig. 38a, Taf. VII) 
« a d" die Projectionen, «^ a.^ «g 
die Spuren des Trägers der ge- 
gebenen Punktreihe, und /3^ jSj /^3 
die Spuren der gegebenen Gera- 
den, so legt man durch irgend 
einenPunkt, z.B.denin der Hori- 
zontalebene liegenden Punkt h 
(/3,) der gegebenen Geraden /3 
und den Träger der Punktreihe a 
eine Ebene -4, deren Spuren, 
da h ein Punkt der Horizon- 
talebene ist, leicht gezeichnet 
werden können. Die Verbin- 
bindungsgeraden der drei Pro- 
jectionen des Punktes h mit 
den Projectionen eines Punk- 
tes m der gegebenen Punkt- 
reihe geben die Projectionen 
des dem Punkte m der Punkt- 
reihe entsprechenden Strahles 
/t des Hülfsstrahlenbüschels. 
Die Schnittpunkte dieser drei 
Projectionen des Strahles /t mit 
den gleichnamigen Spuren der 
Ebene A dieses Strahlenbü- 
schels sind die drei Spuren des 
Strahls ft (von denen die Ho- 
rizontalspur mit /3| zusammen- 
fällt), und durch Verbindung 
derselben mit den gleichnami- 
gen Spuren der,Geraden /J, der 
Axe des gesuchten Ebenenbü- 
schels, erhält man die drei 
Spuren derjenigen Ebene M 



ches mit der in seiner Ebene 
liegenden gegebenen Geraden 
die gesuchte Punktreihe be- 
stimmt. 

Sind (Fig. 38 b, Taf. VH) 
a a a" die Proj ectionen, «, a^ «j 
die Spuren der Axe des ge- 
gebenen Ebenenbüschels \\\A. 
ß! ß" ß'" die Projectionen der 
gegebenen Geraden, so legt 
man durch die gegebene Ge- 
rade ß irgend eine, z. B. die 
auf der Horizontalebene senk- 
rechte Ebene H, welche die 
Axe des Ebenenbüschels a in 
einem Punkte a schneidet, des- 
sen Projectionen, da die*Ebene 
H senkrecht zur Horizontal- 
ebeneist, leicht gezeichnet wer- 
denkönnen. Die Schnittpunkte 
der drei Spuren der Ebene H 
mit den Spuren einer Ebene M 
des gegebenen Ebenenbüschels 
geben die Spuren des der Ebene 
M des Ebenenbüschels entspre- 
chenden Strahles /u. des Hülfs- 
strahlenbüschels. Die Verbin- 
dungsgeraden dieser drei Spu- 
ren des Strahls ft mit den gleich- 
namigen Proj ectionen des Punk- 
tes a, des Mittelpunktes dieses 
Strahlenbüschels, sind die drei 
Projectionen des Strahles /t (von 
denen die Horizontalprojection 
mit ß' zusammenfällt), und die 
Schnittpunkte derselben mit den 
gleichnamigen Proj ectionen der 
Geraden /S, des Trägers der ge- 
suchten Punktreihe, geben die 
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desselben^ welche dem ange- 
nommenen Punkte m der ge- 
gebenen Punktreihe entspricht. 



Projectionen desjenigen Punk- 
tes m derselben, welcher der 
angenommenen Ebene M des 
gegebenen Ebenenbüschels ent- 
spricht. 
§. 21. Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den 
Grundgebilden zweiter Stufe: dem Strahlenbündel und dem 
ebenen Systeme, ergeben zur gegenseitigen Bestimmung eines 
derselben aus einem gegebenen andern nur die folgende Dop- 
pelaufgabe: 



a. Es ist ein ebenes System 
gegeben und ein nicht in sei- 
ner Ebene liegender Punkt; es 
soll das Strahlenbündel darge- 
stellt werden, dessen Mittel- 
punkt der gegebene Punkt ist, 
und dessen Elemente die Ver- 
bindungen der Elemente des 
ebenen Systems mit diesem 
Punkte sind; d. h. es sind zu 
jedem durch seine Projectionen 
gegebenen Elemente des ebenen 
Systems die Spuren seiner Ver- 
bindung mit dem gegebenen 
Punkte zu finden. 



b. Es ist ein Strahlenbündel 
gegeben und eine nicht durch 
seinen Mittelpunkt gehende 
Ebene; es soll das ebene Sy- 
stem dargestellt werden, dessen 
Träger die gegebene Ebene ist, 
und dessenElemente die Schnitte 
der Elemente des Strahlenbün- 
dels mit dieser Ebene sind; 
d. h. es sind zu jedem durch 
seine Spuren gegebenen Ele- 
mente des Strahlenbündels die 
Projectionen seines Schnittes 
mit der gegebenen Ebene zu 
finden. 



Bei diesen Aufgaben handelt es sich um die Unter- 
suchung der gegenseitigen Beziehungen zwischen den Dar- 
stellungen eines ebenen Systems und eines« Strahlenbündels, 
wenn das erstere ein Schnitt des letzteren ist; nur sind bei 
der Aufgabe a. die Elemente des ebenen Systems als gegeben 
zu" betrachten und die zugehörigen Elemente des Strahlen- 
bündels zu bestimmen, während bei der Aufgabe b. .das Um- 
gekehrte der Fall ist. Wie bekannt, werden die Elemente 
des Strahlenbündels durch die Geraden und Punkte dreier 
ebener Systeme in der Zeichnungsebene dargestellt, welche 
als die Spuren der Ebenen und Geraden des Strahlenbündels 
erscheinen; ebenso bilden die Projectionen der Geraden und 
Punkte des ebenen Systems im Räume drei ebene Systeme in 
der Zeichnungsebene* Da aber jedem Punkte in einem der 
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drei Spurensysteme des Strahlenbündels, als der Spur einer 
bestimmten Geraden desselben , nur ein bestimmter Punkt in 
jeijem der drei Systeme der Projectionen des Raumsystems, 
nämlich die Projection des Schnittpunktes dieser Geraden des 
Bündels mit dem Träger des Raumsystems , entspricht; und 
ebenso jede Gerade der ersteren Systeme nur je eine Gerade 
in der letztem hat: so sind jedenfalls die Systeme I, ü, III 
der Spuren des Strahlenbündels collinear zu den von den 
Projectionen des Systems im Räume gebildeten Systemen 1, 
2 und 3. 

Die gleichnamige Projection jeder Spur des Trägers des 
Raumsystems ist diese Spur selbst^ welche zugleich als die ent- 
sprechende Spur der durch sie gehenden Ebene des Strahlen- 
bündels erscheint; die drei zu den Projectionsebenen senk- 
rechten Geraden des Strahlenbündels haben ihre Spuren in 
den gleichnamigen Projectionen des Mittelpunktes desselben, 
welche Punkte zugleich die Projectionen der Schnittpunkte 
dieser Strahlen mit dem Träger des Raumsystems sind. 

Jedes der drei Systeme I, II, III hat also mit dem gleich- 
namigen der Systeme 1, 2, 3 eine Gerade, die entsprechende 
Spur d^s Trägers des Raumsystems, und alle in ihr liegenden 
Punkte, sowie einen Punkt, die entsprechende Projection des 
Mittelpunktes des Strahlenbündels, und alle durch ihn gehen- 
dep.^ Geraden gemeinsam. Die Systeme I und 1, II und 2, 
III und 3 liegen daher perspeclivisch ; die Spuren des Trägers 
des Raumsystems und die Projectionen des Mittelpunktes des 
Strahlenbündels sind die CoUineationsaxen und die Collinea- 
tionscentren dieser perspectivisch coUinearen Systeme. Zu 
jedem Punkte eines dieser Systeme könnte also der zuge- 
hörige Punkt des perspectivisch coUinearen Systems leicht 
gefunden werden, wenn noch die Gegenaxen der beiden 
Systeme gegeben wären. Die Gegenaxen zweier solcher per- 
spectivisch-coUinearen Systeme, z, B. der Systeme I und 1, 
findet man leicht durch folgende Betrachtungen : Die unend- 
lich ferne Gerade des Raumsystems hat auch alle ihre Pro- 
jectionen in unendlicher Entfernung; die Horizontalspur jener 
Ebene des Bündels also, die durch die unendlich ferne Gerade 
des Raumsystems geht, d. h. zu dem Träger desselben paral- 
lel ist, ist die Gegenaxe im Systeme I. Die Horizontalpro- 
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jection der Schnittgeraden des Trägers des Raumsystems mit 
der zur Horizontalebene parallelen Ebene des Strahlenbündels 
• ist die Gegenaxe des Systems 1^ da die Horizontalspur dieser 
Ebene in unendlicher Entfernung liegt; diese beiden Gegen- 
axen sind wieder zur entsprechenden CoUineationsaxe parallel. 
Auf gleiche Weise findet man die Gegenaxen in den Syste- 
men II und 2; III und 3 , die ebenfalls parallel zu den Golli- 
neationsaxen sich ergeben. 

Seien also (Fig. 39, Taf. VII) a a d" die Projectionen 
des Mittelpunktes des Strahlenbündels, A^ A^ A^ die Spuren 
des Trägers des ebenen Systems und m die Horizontalpro- 
jection eines Punktes desselben; es sollen die Spuren y^^j [I2' 
und fij) des zugehörigen Strahls des Strahlenbündels gefunden 
werden. Mit Hülfe der Collineationsaxen x'" und x'"" des 
ebenen Systems können die zugehörigen Projectionen m" und 
m"' des Punktes m gefunden werden, ebenso, wie man aus einer 
etwa gefandenen Spur des Strahles [i durch die CoUineations- 
centren ^^2 ^^^ S23 ^^^ Strahlenbündels die zugehörigen beiden 
andern Spuren finden kann. 

Um nun zu irgend einer Projßction des Punktes w, z. B. 
zu m', die gleichnamige Spur [i^ des zugehörigen Strahls zu 
finden, müssen die Gegenaxen der betreffenden perspectivisch 
collinearen Systeme I und 1 gefunden werden. Die Gegen- 
axe G^i im Systeme I, als Horizontalspur der zur gegebenen 
Ebene A parallelen Ebene G des Strahlenbündels, ist zur 
Spur Ai parallel und hat ihre zugehörige Gerade G^ ^™ 
Systeme II, als der Yerticalspur dieser Parallelebene, parallel 
zu A^. Zieht man daher durch das CoUineationscentrum t\2 
den zu A2 parallelen CoUineationsstrahl, so trifft dieser die 
durch d parallel zur Axe OX gezogene Gerade, welche die 
den 'unendlich fernen Punkten im Systeme II entsprechenden 
Punkte des Systems I enthält, in einem Punkte, der in der 
gesuchten Gegenaxe G^ liegen muss; die durch diesen Punkt 
parallel zu A^ gelegte Gerade ist also die gesuchte Gegen- 
axe öj. Die Gegenaxe im Systeme 1 ist, wie erwähnt, die 
Horizontalprojection y jener Geraden des Raumsystems, in 
welcher die durch a parallel zur Horizontalebene gelegte 
Ebene den Träger desselben schneidet; sie muss also zu A^ 
parallel sein, während ihre Verficalprojection y", die / ent- 
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sprechende Gerade im Systeme 2, mit der durch a" parallel 
zur Axe OX gezogenen Verticalspur dieser Parallelebene zu- 
sammenfallt. Der Schnitt dieser Geraden /' mit der CoUi- 
neationsaxe x'" gibt daher einen Punkt der gesuchten Ge- 
raden /, durch welchen dieselbe parallel zu A^ gezogen werden 
kann. Die Bestimmung entsprechender Punkte und Geraden 
der Systeme I und 1 geschieht nun^ nachdem Gollineations- 
axe^ GoUineationscentrum und Gegenaxen gefunden sind; nach 
der früher gelehrten Methode. Da aber die Gegenaxen der 
perspectivisch-coUinearen Systeme II und 2, III mid 3 auf 
ganz analoge Weise gefunden werden können ^ so ist man 
^nunmehr im Stande, zu jeder beliebigen Projection eines 
Punktes oder einer Geraden im Raumsystem die gleichnamige 
Spur der zugehörigen Geraden oder £bene des Strahlenbün- 
dels zu finden, oder umgekehrt. Von allen Strahlen des 
Strahlenbündels a ist durch die Annahme der Ebene A . einer 
bestimmt, nämlich das Perpendikel tc vom Punkte a zur 
Ebene A. Die Projectionen n % %'" dieses Perpendikels 
lassen sich leicht durch folgende Betrachtung bestimmen: 
Die durch % senkrecht zur Horizontalebene gelegte Ebene 
(die horizontal projicirende Ebene von 7t) steht auch auf der 
Ebene A senkrecht, da sie durch eine auf A senkrechte Ge- 
rade geht. Die Horizontalspur A^ der Ebene A ist aber, als 
Schnittlinie zweier, auf dieser horizontal-projicirenden Ebene 
senkrechter Ebenen, zu ihr ebenfalls perpendiculär, und mit- 
hin muss die Horizontalspur dieser Ebene, d. i. die Horizon- 
talprojection % des Perpendikels % auf J., senkrecht sein. 
Ebenso sind die beiden andern Projectionen n" und %" auf 
den entsprechenden Spuren A,^ und A^ der Ebene A senk- 
recht, während alle drei Projectionen natürlich durch die ent- 
sprechenden Projectionen des Punktes a gehen müssen. 'Aus 
den Projectionen % n' %" dieses Perpendikels lassen sich die 
Spuren n^ it^ ^a desselben leicht bestimmen, und aus diesen 
findet man durch die oben gegebenen Methoden die Projec- 
tionen p |>" p"' des Pusspunktes p des Perpendikels in der 
Ebene A. 

§. 22. Aus dem Bisherigen ergibt sich, dem allgemei- 
nen Reciprocitätsgesetze der Geometrie entsprechend, auch 
eine Reciprocität der ebenen, Darstellung der einander reci- 
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prok entsprechenden geometrischen Elemente und Gebilde im 
Räume; nur erscheinen hierbei, da die ebene Darstellung der 
Raumgebilde durch die Elemente der Zeichnungsebene ge- 
schieht ^ Punkt und Gerade als reciproke Elemente. Ein 
Raumpunkt wird durch drei Punkte, seine Projectionen, eine 
Raumebene durch drei Gerade, ihre Spuren^ dargestellt; die 
Gerade; als sich selbst entsprechendes Element in den Reci- 
procitätsgesetzen des Raumes ^ zeigt die Reciprocität der ebe- 
nen Darstellung in ihrer doppelten Darstellungs weise: durch 
di*ei Punkte, ihre Spuren, oder durch drei Gerade, ihre Pro- 
jectionen. 

Es zeigt sich aber noch eine weitere Reciprocitätser- 
scheinung darin, dass zu jeder speciellen Lage eines Raum- 
punktes gegen das Raumsystem die entsprechende Lage einer 
Raumebene gefunden werden kann, so dass zwischen den drei 
Projectionen des Punktes ähnliche Lagenbeziehungen statt- 
finden, wie zwischen den drei Spuren der entsprechenden 
Ebene. Eben dasselbe zeigt sich bei den Darstellungen spe- 
cieller Lagen der Geraden , bezüglich der gegenseitigen'Lagen- 
verhältnisse ihrer Projectionen und Spuren. Solche entspre- 
sprechende Gebilde ergeben sich aus der Betrachtung des 
Anfangspunktes der Coordinaten und der unendlich fernen 
Ebene als reciproker Elemente, da die drei Projectionen des 
erstem im Schnittpunkte der Axen, die drei Spuren der letz- 
tern in der unendlich fernen Geraden der Zeichnungsebene 
vereinigt erscheinen. Ebenso sind die drei Projectionsebenen 
den Richtungen der auf ihnen senkrechten Axen reciprok. 
Jedem Gebilde, das in einer dieser vier Ebenen (drei Pro- 
jectionsebenen und unendlich ferne Ebene) liegt, entspricht 
ein reciprokes, welches durch die, diesen Ebenen reciproken 
Punkte geht. In den ebenen Darstellungen solcher reciproker 
und reciprok gelegener Gebilde erweisen sich der Schnittpunkt 
der Axen und die unendlich ferne Gerade, sowie jede Axe 
und die Richtung der andern auf ihr senkrechten Axe als 
reciproke Elemente; so dass die ebene Darstellung irgend 
eines Raumgebildes aus der Darstellung des reciproken und 
reciprok gelegenen durch einfache Uebertragung abgeleitet 
werden kann. 

In den bisher entwickelten Lehrsätzen und Darstellungs- 
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methoden sind diese Reciprocitätsbeziehungen stets durch un- 
mittelbare Nebeneiuanderstellung der einander entsprechen- 
den Sätze und Aufgaben hervorgehoben. 

§. 23, Verzichtet man auf die Möglichkeit, die Lage der 
geometrischen Elemente durch Maassgrössen (Coordinaten) zu 
bestimmen., so kann, man sich mit der Darstellung der Raum- 
gebilde auf zwei Ebenen begnügen, da in dem Durchschnitte 
zweier projicirender Perpendikel ein Punkt, und in der durch 
zwei Spuren gelegten Ebene eine Raumebene vollkommen 
bestimmt ist; ebenso ist die Lage einer Geraden in dem 
Schnitte zweier projicirender Ebenen, oder in der Verbin- 
dungslinie zweier Spuren genügend fixirt. Diese beiden Pro- 
' jectionsebenen nimmt man auf einander senkrecht, die eine 
horizontal, die andere vertical an, und bringt die erstere 
durch Drehung um die gemeinsame Schnittlinie, Axe, zum 
Zusammenfallen mit der als Zeichnungsebene gedachten Ver- 
ticalebene. 

Die Gesetze der Darstel'ting der geometrischen Elemente 
und der durch sie gebildeten ' Grundgebilde , sowie die Be- 
ziehungen zwischen den beiden Projectionen oder Spuren 
solcher Gebilde, ergeben sich aus dem Früheren, sobald man 
sich die dritte Projectionsebene, die Kreuzrissebene, sammt 
den in ihr enthaltenen Bestimmungselementen, einfach weg- 
gelassen denkt. 

Aber auch die im Frühern entwickelten Reciprocitäts- 
beziehungen zwischen den Darstellungen specieller Lagen von 
Punkten und Ebenen, und der doppelten Darstellungsweise von . 
Geraden durch Projectionen und Spuren, ergeben sich gleichfalls 
in dem durch nur zwei Ebenen gebildeten Projectionssysteme. 
Nur erscheinen hier, wegen der fehlenden Markirung des 
Anfangspunktes durch die dritte Projectionsebene, der unend- 
lich ferne Punkt der Axe und die unendlich ferne Ebene, die 
beiden Projectionsebenen und die Richtungen der zu ihnen 
gezogenen Perpendikel als reciproke Elemente, so dass bei- 
spielsweise eine zur Axe parallele Ebene und ein unendlich 
ferner Punkt eine reciproke Darstellung erfahren. In der 
ebenen Darstellung solcher reciprok gelegener Elemente oder 
Gebilde im Räume sind dann der unendlich ferne Punkt der 
Axe und die unendlich ferne Gerade der Zeichnungsebene, 
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die Axe und die Richtung der zu ihr senkrechten Geraden 
die einander reciprok entsprechenden Elemente. Z. B. 



Liegt ein Punkt in unend- 
licher Entfernung, ist er ein 
Punkt der unendlich fernen 
Ebene, so sind seine Projec- 
, tionen Punkte der unendlich 
fernen Geraden der Zeichnungs- 
ebene, d. h. zwei beliebige 
Richtungen in derselben. 
Oder: 

Eine Gerade, welche in einer 
zur Axe* senkrechten Ebene 
liegt, ist durch ihre Projec- 
tionen allein nicht bestimmt, 
da diese in dieselbe zur Axe 
senkrechte Gerade zusammen- 
fallen. Die Spuren einer sol- 
chen Geraden liegen in einer 



Geht eine Ebene durch den 
unendlich fernen Punkt der 
Axe, ist sie zur Axe parallel, 
so gehen ihre Spuren ebenfalls 
durch den unendlich fernen 
Punkt der Axe, d. h. sind zu 
derselben parallel. 



Eine Gerade, welche durch 
einen Punkt der Axe geht, ist 
durch ihre Spuren allein nicht 
bestimmt, da diese in demsel- 
ben Punkte der Axe zusammen- 
fallen. Die Projectiouen einer 
solchen Geraden gehen durch 
denselben Punkt der Axe. 



Senkrechten zur Axe. 

Die vollständige Aufzählung und Durchführung aller hier- 
her gehörigen Reciprocitätssäfze ist nach dem Vorhergehenden 
ohne Schwierigkeit, und kann leicht der Selbstthätigkeit des 
Schülers überlassen bleiben. 

In den folgenden §§., welche von den Maassbestimmungeu 
der durch Projectionen und Spuren dargestellten Räumgrössen 
handeln , wird immer die Darstellung derselben auf nur zwei 
Projectionsebenen angenommen erscheinen, da durch dieselbe 
die betreJBFenden Grössen bereits vollkommen bestimmt sind 
und die erhaltenen Beziehungen ganz einfach auf die dritte 
Projectionsebene übertragen werden können. 



§. 24. Zwei beliebige Punkte im Räume bestimmen eine 
Strecke; die zwei Strecken in den Projectionsebenen, be- 
ziehungsweise der Zeichnungsebene , welche durch die gleich- 
benannten Projectionen der Raumpunkte begrenzt sind, heissen 
die Projectionen der Strecke im Räume. Die Projectionen 

6* 
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von Strecken in derselben Baumgeraden liegen in den ent- 
sprechenden Projectionen dieser Geraden, und die Endpunkte 
dieser Streckenprojectionen sind die den Endpunkten der 
Raumstrec&en entsprechenden Punkte der beiden projectivischen, 
perspectivisch gelegenen Punktreihen, Da nun die Verbin- 
dungsgeraden solcher entsprechender Punkte beider Reihen, 
als Perpendikel zu der betreffenden Projectionsebene, unter ^ 
einander parallel sind, so müssen alle durch solche entspre- 
chende Punkte begrenzten Strecken in beiden Geraden pro- 
portional erscheinen, d. h. gleiche Strecken einer Geraden 
haben zu Projectionen ebenfalls unter sich gleiche Strecken. 

Das Verhältniss der Projection jeder in einer Geraden 
liegenden Strecke zur Strecke selbst heisst das Verkürzungs- 
Verhältnissg dieser Geraden; dasselbe ist von der Neigung 
der Geraden gegen die Projectionsebene abhängig. Ist die 
Gerade zur Projectionsebene parallel, so wird der Werth dieses 
Verhältnisses gleich 1, d. h. alle Strecken, deren Träger zu 
einer der Projectionsebenen parallel sind, sind mit ihren Pro- 
jectionen auf diese Ebene gleich. Steht die Gerade auf der 
Projectionsebene senkrecht, so ist g = 0. 

Die wahre Grösse einer durch ihre Projectionen aV, 
aV (Fig. 40, Taf. VII) gegebenen Strecke afc, oder die 
wahre Entfernung der Punkte a und fc, kann leicht dadurch 
bestimmt werden, das^ man eine der zwei durch die Gerade 
ah gelegten projicirenden Ebenen, die also sowohl die Strecke 
im Räume als auch ihre entsprechende Projection enthält, in 
die Projectionsebene umlegt. Wird z. B. die horizontal pro- 
jicirende Ebene umgelegt, so erscheinen die projicirenden 
Perpendikel der Endpunkte der Strecke als die in den End- 
punkten a' 6' der Streckenprojection auf a'fc' errichteten Senk- 
rechten, deren Längen a a^^ Vhh sich als die aus der andern 
Projection bestimmten Abstände der Streckenendpunkte von 
der Horizontalebene ergeben. Diese Längen werden auf die 
Senkrechten in d und V in derselben oder in entgegen- 
gesetzten Richtungen aufgetragen, je nachdem die Endpunkte 
der Strecke auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten 
der Horizontalebene liegen. Die Verbindungslinie der Punkte 
üh hk ist dann der Raumstrecke ah gleich, oder die wahre 
Grösse derselben. 
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Wird auf gleiche Weise die vertical projicirende Ebene 
der Strecke ab in die betreffende Projectionsebeue umgelegt, 
so ergibt sich die Strecke av K ebenfalls als die wahre Grösse 
der Strecke ab im Räume. 

Verlängert man sowol die Projection ab' (Fig. 41, Taf. VII) 
der Strecke, als auch die ümlegung anbh derselben zu unbe- 
grenzten Geraden, so erscheinen dieselben als die Träger 
zweier Puntreihen, in denen alle Punkte, wie an und a', bh 
und 6', Cä und c', . . , deren Verbindungslinien auf a'fc' senk- 
recht sind, einander entsprechen. Diese Reihen sind daher 
projectivisch in perspectivischer Lage und haben in ihrem 
Darchschnittspunkte h\ der zugleich der Schnittpunkt der 
Raumgeraden a b mit der Horizontalebehe ist , zwei zusam- 
menfallende entsprechende Punkte. Da aber die eine dieser 
Reihen, a' V c . . .^ als die Projection derjenigen Reihe im 
Räume, deren Träger die Gerade ab ist, erscheint, und daher 
zu dieser Reihe projectivisch ist, so muss auch die Reihe 
(i^b^c^ . . . zur Reihe im* Räume projectivisch sein. Die 
Puuktreihe an bh Ck . . . wurde aber als die Umlegung der 
Reihe ab c . . . im Räume erhalten, mithin müssen die durch 
entsprechende Punkte dieser beiden Reihen begrenzten Strecken 
gleich^ross sein; zwei so beschaffene Punktreihen nennt man 
projectivisch gleich. 

Ist eine unbegrenzte Gerade a als Träger einer Punkt- 
reihe durch ihre Projectionen a a" und durch ihre Spuren 
a^ «2 C^ig- ^^y Taf. VII) gegeben, so kann man durch Um- 
legen einer ihrer projicirenden Ebenen, z. B. der horizon- 
tal projicirenden Ebene, leicht die zur Raumreihe projecti- 
visch gleiche Punktreihe erhalten. Diese Reihe hat mit der 
Horizontalprojection der Geraden den Punkt h' (a^) gemein- 
sam, und die Umlegung eines zweiten Punktes, z. B. v («j), 
in die Horizontalebene nach Vh ergibt einen zweiten Punkt 
derselben. Die wahre Grösse irgend einer Strecke a6 in der 
Geraden a erhält man dann, wenn man zu den Horizontal- 
projectionen ab' ihrer Endpunkte die entsprechenden Punkte 
ahbh in der Reihe Kvh aufsucht. Ebenso erhält man eine zur 
PunMreihe im Räume projectivisch gleiche Reihe in h„v' 
durch Umlegen der vertical projicirenden Ebene der Geraden 
a in die Verticalebene. 
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Die wahre Grösse einer Strecke ah (Fig. 42, Taf. VII) 
kann auch gefunden werden, wenn man eine, z. B. die hori- 
zontal projiciren de Ebene derselben um eines der horizontal- 
projicirenden Perpendikel der Endpunkte dreht, bis sie mit 
der Verticalebene parallel wird; da in dieser Lage die Ver- 
ticalprojection der Strecke im Räume gleich wird. Bei dieser 
Drehung bleibt einer der Endpunkte, z. B. a, unverähdert, 
während der andere Punkt h einen Kreis beschreibt, dessen 
Ebene zur Horizontalebene parallel ist. Die Horizontalpro- 
jection dieses Kreises ist ein Kreis vom Radius dV und dem 
Mittelpunkte a ; die Verticalprojection dagegen erscheint als 
eine zur Axe parallele Gerade. Die Horizontajprojection dh\ 
der Strecke in der gedrehten Lage muss zur Axe parallel 
sein, woraus sich die Horizontalprojection des gedrehten Punk- 
tes 6/ bestimmt. Die Verticalprojection von fc^, &/' findet 
sich in der Verticalprojection des Kreises, und d'h{' ist die 
wahre Grösse der Strecke ah. Ganz auf gleiche Weise kann 
auch die verticalprojicirende Ebene 'der Strecke in eine paral- 
lele Lage zur Horizontal ebene gedreht werden, woraus sich 
ebenfalls in a'fc./die wahre Grösse der Strecke ergibt. 

Dreht man (Fig. 43, Taf. VH) die horizontalprojicirende 
Ebene einer unbegrenzten Geraden a, des Trägers einer 
Punktreihe im Räume, um das Pei'pendikel v'v in die Ver- 
ticalebene, wobei der in der Horizontalebene liegende Punkt A' 
einen Kreis vom Radius vJi (Mittelpunkt v) beschreibt, und 
nach der Drehung in die Axe, nach hv zu liegen kommt, so 
erhält man ebenfalls eine zur Raumreihe projectivisch gleiche 
Reihe hvv". Diese Reihe ist mit der Verticalpr(»jection* 
der Reihe li'v' perspectivisch gelegen, da die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte beider Reihen parallel zur Axe 
sind; der Schnittpunkt v' beider Reihen ist sich selbst ent- 
sprechend. 

Ebenso kann die verticalprojicirende Ebene der Geraden 
um das Perpendikel h'li' in die Horizontalebene gedreht 
werden, wodurch sich eine zweite zur Raumreihe projec- 
tivisch gleiche zur Horizontalprojection derselben perspec- 
tivisch gelegene Punktreihe ergibt. Aus diesen so erhalte- 
nen Punktreihen kann wieder die wahre Grösse jeder in der 
Geraden « gelegeneu Strecke gefunden werden. 
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Durch die Construction dieser projectivisch gleichen 
Reihen ergibt sich auch die Lösung der Aufgabe : Von einem 
gegebenen Punkte einer Geraden aus, auf dieselbe Strecken 
von gegebener Länge aufzutragen. 

§. 25. Zwei Gerade, die sich in einem Punkte schneiden, 
also auch in einer Ebene liegen, bestimmen einen Winkel; 
ein solcher wird daher durch die Projectionen und Spuren ' 
seiner Schenkel dargestellt. Die Schnittpunkte der Projec- 
tionen der Winkelschenkel sind die Projectionen des Wiokel- 
scheitels, während die Verbindungslinien der Spuren dieser 
Schenkel die Spuren der Winkelebene ergeben. Die Winkel, 
welche durch die Projectionen der Schenkel gebildet werden, 
nennt man die Projectionen des gegebenen Winkels im Baume. 

Denkt man sich die Ebene des -Winkels um eine ihrer 
Spuren in die betreffende Projectionsebene umgelegt, so wer- 
den alle Gebilde in dieser Winkelebene, folglich auch der 
gegebene Winkel in wahrer Grösse und Gestalt erscheinen. 
Die Aufgabe, die wahre Grösse eines Winkels zu bestim- 
men, wird also gelöst sein, sobald wir die Umlegung einer 
durch ihre Spuren gegebenen Ebene zu construiren im Staude 
sind. 

Die ümlegung einer Ebene in die Projectionsebene bildet 
ein dem Raumsysteme congruentes ebenes System, in welchem, 
da die gegenseitige LagQ der Punkte und Geraden in der 
Ebene durch das Umlegen nicht verändert wird, alle Strecken 
und Winkel in wahrer Grösse erscheinen. Das durch die 
Projectionen der Punkte und Geraden der Raumebene gebildete 
ebene System in der Projectionsebene ist zu dem ebenen Sy- 
steme im Räume, mithin auch zu dessen Umlegung collinear, 
und mit letzterem in derselben Ebene vereinigt. Da die un- 
endlich ferne Gerade der Projectionsebene sowohl die Pro- 
jection als auch die Umlegung der unendlich fernen Geraden 
der Raumebene ergibt, in diesen beiden collinearen Systemen 
also die unendlich fernen Geraden sich gegenseitig entspre- 
chen, so sind sie affin. Die Punkte der Spur der Ebene, als 
Spuren aller Geraden des Raumsystems, liegen auch in den 
Projectionen dieser Geraden, und da sie bei dem Umlegen 
der Ebene ihre Lage im Räume beibehalten, so gehören sie 
auch den Umlegungen der Geraden an. Die einander ent- 
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sprechenden Geraden dieser beiden affinen .ebenen Systeme, 
der Projeetion und Umlegung des Raumsystems , schneiden 
sich also alle in derselben Geraden, der Spur der Ebene, die 
beiden Systeme sind daher in perspectivischer Lage, und die 
Spur der Ebene erscheint als die GoUineationsaxe. Das un- 
endlich ferne Collineationscentrum, die Richtung der paral- 
lelen Collineationsstrahlen, welche die einander entsprechen- 
den Punkte beider Systeme verbinden, wird durch folgende 
Betrachtung gefunden: Die Projectionen der zur Spur senkrech- 
ten Geraden, der sogenannten Falllinien der Ebene, sind nach 
einem bekannten stereometrischen Satze ebenfalls zur Spur 
senkrecht, weshalb Projeetion und Umlegung derselben zu- 
sammenfallen. Entsprechende Punkte der beiden Systeme 
liegen daher immer in derselben Senkrechten zur Spur, und 
die Richtung dieser Senkrechten ist das unendlich ferne Col- 
lineationscentrum der beiden perspectivisch gelegenen, affinen 
ebenen Systeme. 

Sind so GoUineationsaxe und Gentrum dieser beiden Sy- 
steme bestimmt, so kann leicht zu jedem Punkte des einen 
Systems der entsprechende des zweiten, d. h. zu der Projee- 
tion jedes Punktes der Ebene die ümlegung, und umgekehrt, 
bestimmt werden, sobald nur ein Paar zusammengehöriger 
Punkte beider Systeme festgestellt ist. Die Umlegung an ir- 
gend eines durch seine Projectionen^«' a" gegebenen Punktes 
der Ebene A (Fig. 44, Taf. VII) in eine der Projectionsebe- 
nen, z. B. in die Horizontalebene, fällt in das von der Pro- 
jeetion a zur Spur A^ gezogenen Perpendikel (GoUineations- 
strahl) , und die wahre Entfernung des Punktes a im Räume, 
folglich auch seiner Umlegung ah, von der Spur A^ ist die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, als dessen beide 
Katheten das von der Projeetion a zu A^ gefällte Perpendikel 
am und das durch a gehende horizontalprojicirende Perpen- 
dikel aa', welches gleich der Entfernung der Verticalprojec- 
tion a" von der Axe ist, erscheinen. 

Durch die Gonstruction dieses rechtwinkligen Dreiecks, 
Drehungsdreieck genannt, wird der Abstand a^m der Um- 
legung von der Spur -4, , mithin diese Umlegung an selbst, 
leicht bestimmt. 

Sind nun in a und an ein Paar einander entsprechender 
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Punkte der beiden obenerwähnten ebenen Systeme (Projection 
und Umlegung) gegeben, so findet man ohne Schwierigkeit 
zur gegebenen Projection V irgend eines andern Punktes der 
Ebene die zugehörige Umlegung 6^; denn 1. muss sie in dem 
von h' zur Spur A^ gezogenen Perpendikel liegen und 2. müs- 
sen sich die durch a und h', a^ und hh gehenden, einander 
entsprechenden Geraden beider Systeme in der Gollineations- 
axe, der Spur j4,^ schneiden. Auf gleiche Weise findet man 
die Projection c' eines Punktes der Ebene, dessen Umlegung 
Ch gegeben ist. Die Auffindung der Umlegung hh bei gege- 
bener Projection V, oder der Projection c wenn Ch gegeben 
ist, kann aber auf gleiche Weise wie bei dem Punkte a durch 
Construction der betreffenden Drehungsdreiecke erfolgen, 
welch letztere, wegen der gleichen Neigung aller Falllinien 
einer Ebene gegen die Projectionsebene, zu einander ähn- 
lich sein müssen. Soll die Umlegung der Ebene in die 
Yerticalebene geschehen, so bleibt das Verfahren genau das- 
selbe, nur dass jetzt die Yerticalspur A^ als CoUineationsaxe, 
und die Richtung der zu ihr Senkrechten als Gollineations- 
centnim erscheinen. Ebenso sind in diesem Falle die Kathe- 
ten des Drehungsdreiecks durch das von a" zur Verticalspur 
A^ gefällte Perpendikel und durch das verticalprojicirende 
Perpendikel aa" des Punktes a gebildet. 

Steht die Ebene auf der Projectionsebene senkrecht, so 
liegen die entsprechenden Projectionen aller Punkte und Ge- 
raden derselben in der Spur; das durch die Projectionen der 
Geraden und Punkte einer solchen Ebene gebildete ebene 
System reducirt sich auf eine Gerade, die Spur der Ebene. 
Bei der Umlegung der Ebene kommt wieder die Umlegung 
jedes Punktes derselben mit seiner Projection in dieselbe 
Senkrechte zur Spur. Da aber die Falllinien einer solchen 
Ebene zur Projectionsebene senkrecht sind, wird die eine 
Kathete des Drehungsdreiecks eines jeden Punktes der Ebene 
gleich 0, die Hypotenuse desselben, d. i. die wahre Ent- 
fernung der Umlegung von der Spur, wird daher gleich der 
zweiten Kathete, der Entfernung des betreffenden Punktes von 
der Projectionsebene. Ist die Ebene zu einer Projectionsebene 
parallel, so ist das durch die entsprechende Projection des 
ebenen Systems im Räume gebildete System dem Raumsysteme 
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congruent; alle Strecken und Winkel erscheinen also in der 
betreJBFenden Projection in wahrer Grösse. 

Ist eine Ebene Ä durch ihre Spuren J., ^.j-Ä^ (Fig. 45, 
Taf. VII) in drei Projeetionsebenen gegeben, so bilden diese 
Spuren ein Dreieck in der Ebene .4, dessen Eckpunkte ^^^^y^, 
die Schnittpunkte der Ebene mit den drei Axen sind, und 
als dessen Seiten die zwischen den Axen liegenden Strecken 
in den drei Spuren erscheinen. Bei der Umlegung dieses 
Spurendreiecks in eine der Projectionsebenen, z. B.^ die Hori- 
zontalebene, bleibt die florizontalspur Ä^ mit den beiden 
Eckpunkten Ä^ und ^y des Dreiecks unverändert, während 
der dritte Eckpunkt Ä, in die Horizontalebene nach Ä,' zu 
liegen kommt. Die ümlegung Ä,' dieses Punktes kann leicht 
durch die Construction des Spurendreiecks aus den bekannten 
Seitenlängen an die unveränderte Seite A^gAy gefunden werden, 
und da die Horizontalprojeetion des Punktes A, im Axen- 
schnittpunkte liegt, so hat man in diesem Punkte und dem 
Punkte A»' wieder ein Paar zusammengehöriger Punkte der 
beiden durch Projection und ümlegung gebildeten coUinearen 
Systeme, aus welchen nach Obigem alle beliebigen Paare zu- 
sammengehöriger Punkte beider Systeme abgeleitet werden 
können. Bei der ümlegung der Ebene in die Vertical- oder 
Kreuzrissebene bleibt die Vertical- oder Kreuzrissspur der 
Ebene mit den Eckpunkten -4.^-4,, beziehungsweise AyA, des 
Spurendreiecks unverändert; die dritten Eckpunkte der an 
diese ungeänderten Seiten construirten Spurendreiecke geben 
dann wieder mit dem Schnittpunkte der Axen die entspre- 
chenden Punktepaare für beide ümlegungen. 

Die wahre Grösse eines durch die Projectionen und Spu- 
ren seiner Schenkel gegebenen Winkels kann jetzt leicht 
durch die ümlegung der Winkelebene gefunden werden. 
Hierbei braucht man nur die ümlegung des Winkelscheitels 
zu bestimmen, da diese, mit den unverändert gebliebenen 
Spuren der Schenkel verbunden, die wahre Grösse des Winkels 
ergibt. 

§. 26. Zwei sich schneidende Ebenen bestimmen einen 
Flächenwinkel oder Keil; derselbe wird also durch die Spuren 
seiner Seitenebenen dargestellt. Diese Spuren bilden zwei 
ebene Winkel in den Projectionsebenen, welche die Spur- 
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Winkel des gegebenen Keils genannt werden; die Spuren der 
Kante des Keils, d. i. der Schnittlinie seiner beiden Seiten- 
ebenen, sind die Scheitel dieser Sparwinkel. Schneidet man 
den Keil durch eine zu seiner Kante senkrechte Ebene, so 
schliessen die Schnittlinien dieser Ebene und der Seitenebenen 
des Keils mit . einander einen Winkel ein, der der Neigungs- 
winkel des Keils oder seiner beiden Ebenen genannt wird 
und mit dem Keile gleiches Drehungsmaass besitzt. 

Der Neigungswinkel zweier Ebenen kann nun leicht be- 
stimmt werden. Sind (Fig. 46, Taf. VIII) Ä^A^ und B^B.^ 
die Spuren der beiden gegebenen Ebenen, so findet man zu- 
nächst in den Schnittpunkten der beiden Spurenpaare Ä^Bi 
und Ä2B.2 die Spuren a^ und «^ ^^^ ^^s diesen die Projec- 
tionen a und a" der Schnittlinie der beiden Ebenen. Die 
Neigungswinkelebene C steht auf dieser Schnittlinie a senk- 
recht, daher sind die Spuren C, und Cj dieser Ebene auf den 
Projectionen a und a" ebenfalls senkrecht: Nimmt mä.n diese 
Spuren Ci und C^ in dieser Weise an, und bestimmt die 
Schnittlinien ß und y der Ebene C mit den beiden gegebenen 
Ebenen A und J3, so schneiden sich diese Linien in einem 
Punkte a der Geraden «., dem Durchschnittspunkte derselben 
mit der Ebene C, und schliessen den gesuchten Neigungs- 
winkel ein. Die wahre Grösse desselben erhält man aus den 
gefundenen Projectionen durch umlegen der Ebene C in 
eine der Projectionsebenen, z. ß. die Verticalebene. 

Die Auffindung der beiden Schenkel ß und y des Neigungs- 
winkels wird bedeutend erleichtert, wenn man die Neigungs- 
winkelebene C durch einen bestimmten, früher angenommenen 
Punkt a der Schuittlinie a der beiden gegebenen Ebenen 
legt. In diesem Falle braucht man von den beiden Schnitt- 
linien ß und y nur noch je einen Punkt zu bestimmen, da 
der angenommene Punkt a als Scheitel des Neigungswinkels 
beiden Schnittlinien angehört. Durch die Annahme des Punktes 
a ist jetzt die Lage der Neigungswinkelebene C vollkommen 
bestimmt, da in den bekannten Richtungen ihrer Spuren, 
senkrecht zu den Projectionen der Schnittlinie a, noch zwei 
weitere in den Projectionsebenen gelegene, unendlich ferne 
Punkte gegeben sind, durch welche sie gehen muss. Die 
ebenfalls unendlich ferne Verbindungslinie dieser beiden Rieh- 
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tungen gibt die Stellung der Neigungswinkelebene , welche 
also durch die Bedingung, dass die Ebene auf einer gegebe- 
nen Geraden, nämlich auf der Schnittlinie a, senkrecht sein 
soll, Yollkommen bestimmt erscheint, um jetzt die Spuren 
C, und Oj der Ebene C zu finden, verbindet man den an- 
genommenen Punkt a (Fig. 47, Taf. VIII) mit der bekannten 
Richtung einer der beiden Spuren z. B. der Horizontalspur, 
durch eine Gerade d, deren Horizontalprojection d' daher 
auf der Projection a der Schnittlinie senkrecht ist, während 
die Verticalprojection d"- zur Axe parallel erscheint. Die 
Verticalspur dj dieser Geraden gibt einen Punkt der Spur Cj , 
aus welchem mit Hülfe der bekannten Richtungen die Spuren 
C2 und Oj der Neigungswinkelebene leicht gezeichnet werden 
können. Zur Auffindung der Projectionen ß' ß'\ y y" der 
Schenkel des Neigungswinkels genügt jetzt je eine Spur der- 
selben, da sie auch durch die Projectionen a! und a des ge- 
gebenen' Punktes a gehen müssen. Die Umlegung der Nei- 
gungswinkelebene in eine der Projectionsebenen gibt wieder 
die wahre Grösse des Neigungswinkels. 

. Stehen beide Ebenen auf derselben Projectionsebene senk- 
recht, so ist auch ihre Schnittlinie auf dieser Ebene senk- 
recht, und dieselbe erscheint dann als die Neigungswinkel- 
ebene des Keils. Der Winkel also, den die Spuren der bei- 
den Ebenen in dieser Projectionsebene einschliessen, ist daher 
zugleich die wahre Grösse ihres Neigungungswinkels. 

Soll der Neigungswinkel einer Ebene A (Fig. 48, Taf. VIII) 
mit einer Projectionsebene, z. B. der Horizontalebene, be- 
stimmt werden, so geschieht dies auf ganz gleiche Weise. 
Als Schnittlinie der beiden Ebenen erscheint jetzt die Hori- 
zontalspur A^ der gegebenen Ebene, und die auf ihr senk- 
rechte Neigungswinkelebene C ist daher horizontalprojicirend. 
Die Horizontalspur (7, derselben ist auf der Horizontalspur 
A^ der gegebenen Ebene senkrecht, während die Verticalspur 
Oj senkrecht zur Axe ist. Die Schnittlinie a der Neigungs- 
winkelebene G mit der gegebenen Ebene A und die Hori- 
zontalspur C] der ersteren bilden die Schenkel des Neigungs- 
winkels ft, welcher wieder durch Umlegen der Ebene G um 
die Spur Cj öder Cj in wahrer Grösse erhalten wird. Auf 
gleiche Weise findet man den Neigungswinkel v der Ebene 
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A mit der Verticalebene, dessen Ebene D auf der Vertical- 
spur A^ senkrecht ist, und dessen Schenkel die Verticalspur 
D^ dieser Neigungswinkelebene und deren Schnittlinie ß mit 
der Ebene A bilden. 

§. 27. Ein Punkt a und eine nicht durch ihn gehende 
Gerade a bestimmen eine Strecke, nämlich die Länge des von a 
auf a gefällten Perpendikels, welche der Abstand des Punktes 
von der Geraden genannt wird. Es ist dies zugleich auch 
die kürzeste aller Strecken, welche den gegebenen Punkt mit 
den einzelnen Punkten der gegebenen Geraden verbinden. 

Sind (Fig. 49, Taf: VIII) aa die Projectionen des ge- 
gebenen Punktes, a'a" und «,«3 ^^^ Projectionen und Spuren 
der gegebenen Geraden, so werden die Projectionen des von 
a auf die Gerade a gefällten Perpendikels n im Allgemeinen 
auf den Projectionen von a nicht senkrecht sein. Da aber 
7C in der durch a und a bestimmten Ebene A liegt, so wird 
nach der ümlegung dieser Ebene in eine der Projections- 
ebenen, z. B. die Horizontalebene, die ümlegung n^ des Per- 
pendikels Ä auf der ümlegung «a der Geraden a senkrecht, 
und zugleich als wahre Grösse des gesuchten Abstandes er- 
scheinen. Da die Senkrechte 7Ck ausserdem durch die Um- 
legung tth des Punktes a gehen muss, kann sie leicht ge- 
zogen und daraus auch die Projectionen ä' und n' des Per- 
pendikels 7C gefunden werden, um nun zunächst die Spuren 
der durch a und a gelegten Ebene A zu bestimmen, verbindet 
man den Punkt a mit irgend einem, am besten dem unend- 
lich fernen Punkte der Geraden a; die Projectionen y und /' 
dieser Verbindungsgeraden y sind also zu den Projectionen 
der gegebenen Geraden a parallel. Die Geraden, welche die 
Spuren y^y^ ^^i^ser Geraden mit den gleichnamigen Spuren 
der Geraden a verbinden, sind die gesuchten Spuren A^ und 
A^ der Ebene A, 

Bestimmt man dann die ümlegung an des gegebenen 
Punktes a der Ebene A in die Horizontalebene, nach §. 25 
mit Hülfe des Drehungsdreiecks, so ist durch diesen Punkt 
und die unverändert gebliebene Horizontalspur y^ die Um- 
legung yk der Geraden y gegeben. Die ümlegung «a der 
Geraden a geht dann durch die Spur «j und erscheint zu 
yh parallel. Fällt man nun von dem Punkte üh zur Geraden 
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«A das Perpendikel jt^, welches dieselbe im Punkte bh schneidet, 
so ist tthhh die Umlegung, mithin auch die wahre Grösse des 
gesuchten Abstandes des Punktes a von der Geraden «. Um 
die Projectiouen dieser Strecke zu erhalten, bestimmt man 
auf bekannte Weise aus der Umleguijg bh die in a liegende 
Horizontalprojection b\ und aus dieser die Verticalprojection 
6" des Punktes b] aV und a'b" sind dann die Projectionen 
des gesuchten Abstandes. 

Den Punkt J, in welchem, das vom Punkte a zur Ge- 
raden a gezogene Perpendikel % dieselbe trifft, findet man 
auch als den Durchstosspunkt der Geraden « mit der durch 
a senkrecht zu a gelegten Ebene P, deren Spuren P, und P.^ 
daher auf den Projectionen a und a " senkrecht sein müsseu; 
Legt man durch a (Fig. 50, Taf. VIII) eine Gerade ß^ parallel 
zur Spur Pj, deren Verticalprojection ß" also senkrecht zu 
a' und deren Horizontalprojection ß' parallel zur Axe ist, 
so ergibt, wie bekannt, die Horizontalspur /3, dieser Geraden 
einen Punkt der Spur P^ der Ebene P, und können P| und 
Pg dann leicht gezogen werden. Bestimmt man dann die 
Projectionen b' und b' des Durchschnittspunktes der Geraden 
a mit der Ebene P auf bekannte Weise, indem man durch 
a die verticalprojicirende Ebene FjFj legt, und ihre Schnitt- 
linie y mit der Ebene P aufsucht, so sind a'6' und ab" die 
Projectionen des gesuchten Abstandes. Durch ümlegung 
einer der projicirenden Ebenen der Strecke ab ergibt sich 
nach §. 24 in ükbh oder a^b^ die wahre Grösse desselben. 

Nimmt man in einer von zwei gegebenen parallelen Ge- 
raden a und ß einen Punkt a an, und sucht nach einer der 
oben gegebenen Methoden den Abstand dieses Punktes a von 
der andern Geraden, so ist dies zugleich der Abstand der 
beiden parallelen Geraden selbst. Hierbei ist die durch den 
Punkt und die eine der beiden Parallelen gelegte Ebene zu- 
gleich die Ebene der beiden Geraden, und die durch den 
Punkt auf die Gerade gelegte senkrechte Ebene ist auf bei- 
den Geraden senkrecht. 

Legt man also die durch a und ß gehende Ebene A in 
eine der Projectionsebenen um, und bestimmt den senkrechten 
Abstand der ebenfalls parallelen Umlegungen der Geraden a und 
ß\ oder legt man eine auf a und ß senkrechte Ebene P und 
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bestimmt die Punkte a und b, in welchen die Geraden a und 
ß diese Ebene P schneiden, so hat man zwei Lösungen dieser 
Aufgabe, welche von der Annahme eines bestimmten Punktes 
in einer der beiden Geraden unabhängig sind. 

§. 28. Eine Ebene Ä und eine nicht in ihr liegende 
Gerade« bestimmen einen Winkel, nämlich den Neigungswinkel 
der Geraden mit der Ebene. Es ist dies derjenige Winkel, 
welchen die Gerade mit ihrer Projection auf der gegebenen 
Ebene einschli^sst, und zugleich der kleinste aller Winkel, 
welche die Gerade mit den durch ihren Schnittpunkt in der 
Ebene gezogenen Geraden bildet. 

Der Durchschnittspunkt d der Geraden a mit der Ebene 
Ä ist ein Punkt der Projection dieser Geraden auf der Ebene; 
fällt man dann von irgend einem Punkte a der Geraden auf 
die Ebene A das Perpendikel jr, so ergibt der Fusspunkt b 
dieses Perpendikels einen zweiten Punkt der gesuchten Pro- 
jection. Die in der Ebene Ä liegende Verbindungsgerade ö 
der Punkte d und b ist dann diese Projection, und der Winkel 
der Geraden « und d der gesuchte Neigungswinkel. 

Da aber das Perpendikel 7t auf jeder durch seinen Fuss- 
punkt b in der Ebene Ä gezogenen Geraden, mithin auch 
auf d senkrecht steht, so schhessen die Geraden n und a 
einen zum Winkel der Geraden d und a, d. h. zum gesuch- 
ten Neigungswinkel complementären Winkel ein. 

Fällt man also von einem willkürlich gewählten Punkte 
a der Geraden a (Fig. 51, Taf. VIII) das Perpendikel jr zur 
Ebene A, (dessen Projectionen ä'ä" auf den Spuren A^A^ der 
Ebene A senkrecht sind), so hat man nur nacii §. 25 den 
Winkel der Geraden 7t und a durch Umlegen seiner Ebene 
B zu bestimmen, um in dem zu diesem gefundenen com- 
plementären Winkel den gesuchten Neigungswinkel zu er- 
halten. 

§. 29. Eine Ebene A uud ein Punkt a bestimmen eiue 
Strecke, nämlich die Länge des vom Punkte zur Ebene ge- 
fällten Perpendikels. Es ist die kürzeste aller Strecken, 
welche den gegebenen Punkt mit den einzelnen Punkten der 
Ebene verbinden; sie wird der Abstand des Punktes von 
der Ebene genannt. 

Die Bestimmung dieses Abstandes geschieht leicht, indem 
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man durch den Punkt a (Fig. 52, Taf. VIII) das Perpendikel 
% zur Ebene zieht, dessen Projectionen, wie bekannt, auf 
den Spuren der Ebene senkrecht sind. Der Durchschnitts- 
punkt h dieses Perpendikels mit der Ebene bestimmt den 
zweiten Endpunkt der Strecke, aus deren Projectionen die 
wahre Grösse gefunden werden kann. 

Nimmt man in einer von zwei zu einander parallen Ebe- 
nen A und By deren Spuren also ebenfalls parallel sind, 
einen Punkt a an und bestimmt den Abstand dieses Punktes ^ 
von der zweiten Ebene, so ist dies zugleich der Abstand der 
beiden Parallelebenen. Da aber dieses durch den Punkt a 
gezogene Perpendikel zugleich auf beiden Ebenen senkrecht 
steht, so erhätt man auch den Abstand zweier Parallelebenen, 
wenn man irgend eine Gerade tc senkrecht auf beide Ebenen 
legt, und die Durchschnittspunkte a und h dieser Geraden 
mit den gegebenen Ebenen bestimmt. Die Strecke ah gibt 
dann den gesuchten Abstand. 

§. 30. Zwei Gerade a und /3, welche nicht in einer Ebene 
liegen, also auch keinen Punkt gemeinsam haben, nennt man 
sich kreuzende Gerade. Legt man durch jede der beiden 
Geraden und den unendlich fernen Punkt, die Richtung, der 
andern je eine Ebene, so erhält man zwei Ebenen A und B, 
welche, da sie zwei unendlich ferne Punkte, die Richtungen 
der beiden Geraden, gemeinsam enthalten, durch dieselbe un- 
endlich ferne Gerade, die Verbindungslinie .dieser beiden 
Richtungen, gehen, d. h. zu einander parallel sein müssen. 
Zwei sich kreuzende Geraden bestimmen daher ein Paar par- 
alleler Ebenen, einen Parallelraum. 

Errichtet man in irgend einem Punkte m der einen Ge- 
raden a ein Perpendikel % auf die durch^ diese Gerade gehende 
Ebene A des Parallelebenenpaares, so steht dasselbe auch 
senkrecht auf der zweiten Ebene B dieses Paares. Verschiebt 
man nun dieses Perpendikel it parallel zu sich selbst längs 
der Geraden a so lange, bis sein Pusspunkt in der Ebene B 
die in derselben liegende Gerade ß trifft, so wird das Perpen- 
dikel in dieser Stellung beide gegebenen Geraden a und ß 
in den Punkten a und h schneiden und auf beiden senkrecht 
sein. Die Strecke ah ist zugleich die kürzeste von allen, 
welche irgend zwei beliebige Punkte der Geraden a und ß 
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verbinden, und heisst der Abstand der beiden sich kreuzenden 
Geraden. 

Sind also (Fig. 53, Taf. IX) die Geraden « und ß durch 
ihre Projeetionen a'a", ß'ß" und ihre Spuren cc^a^y ßxß2 g^" 
geben, und soll der Abstand derselben gefunden werden, so 
muss man zunächst ' die Spuren A^ und A^ der durch a ge- 
legten Ebene A des Parallelebenenpaares bestimmen. Zu 
diesem Zwecke legt man durch irgend einen Punkt der Ge- 
raden a, am besten durch eine der Spuren z. B. «j {h) eine 
Gerade y parallel zur zweiten gegebenen Geraden ß. Die Pro- 
jeetionen //' dieser Geraden sind zu ß' und ß" parallel; die 
Horizontalspur y, fallt mit «j zusammen, und die Verticalspur 
7^2 bestimmt mit a^ die Verticalspur A^ der gesuchten Ebene, 
deren Horizontalspur A^ durch a, gehen muss. 

Fällt man nun von irgend einem Punkte m der Geraden 
ß das Perpendikel n zur Ebene A, und sucht den Durch- 
schnittspunkt n desselben mit dieser Ebene; so liegen in der 
durch n parallel zu ß gezogenen Geraden S die Fusspunkte 
aller von den Punkten der Geraden ß zur Ebene A gezoge- 
nen Perpendikel. Diese Gerade 8 schneidet die gegebene 
Gerade a, mit der sie in derselben Ebene A liegt, in einem 
Punkte a, und das in diesem Punkte zur Ebene J[ errichtete 
Perpendikel trifft die Gerade* ß in einem Punkte J; ab ist 
dann der gesuchte Abstand, dessen wahre Grösse wieder aus 
den gefundenen Projeetionen aV und a'V bestimmt werden 
kann. 

Sind die Geraden a und ß nur durch ihre Spuren «1^2» 
ß^ß^ (Fig. 54, Taf. IX) gegeben, so können die Spuren A^A^, 
B^B^ der Ebenen des Parallelebenenpaares leicht gefunden 
werden, ohne die Projeetionen der Geraden aufzusuchen. Es 
handelt sich in diesem Falle nur um die Aufsuchung der Spur 
7^2 der durch den Punkt «^ parallel zu ß gelegten Geraden y, 
deren Horizontalspur y, mit «j zusammenfällt. Da diese Ge- 
rade durch den Punkt «j geht und parallel zu ß ist, so liegt 
sie jedenfalls in der durch ß und den Punkt «i gelegten Ebene 
C, deren Spuren 6\ und Oj leicht gezogen werden können, 
und weil sie zu ß parallel ist, muss die Verbindungslinie der 
Spuren y^ (a^) und y,^ zur Linie ß^ß^ parallel sein. Ist auf 
diese Weise y^ gefunden, so gibt die Verbindungslinie der 
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Spuren a^ und y.^ die Verticalspur Ac^ der einen Ebene, deren 
Horizontalspur durch «j gehen muss. Die durch ß^ und ß^ 
J)arallel zu A^ und A^ gelegten Geraden JB, und B^ sind dann 
die Spuren der zweiten Ebene B des Parallelebenenpaares. 

Die Annahme zweier sich kreuzender Geraden ergibt noch 
folgende Lagenbeziehungen: 



Durch zwei sich kreuzende 
Gerade a und ß Vind durch 
einen nicht in ihnen liegenden 
Punkt a ist eine Gerade y be- 
^timmt; nämlich die Schnitt- 
linie der beiden Verbindungs- 
ebenen A und B des Punktes 
a mit den beiden Geraden a 
und ß. Diese Gerade y geht 
durch den Punkt a und schnei- 
det die Geraden a und ß in 
zwei Punkten h und c. 

Sind (Fig, 55a, Taf. IX) aa" 
und ß' ß" die Projectionen und 
^1^2? ßißi ^^^ Spuren der ge- 
gebenen Geraden, aa" die Pro- 
jectionen des gegebenen Punk- 
tes, so findet man zunächst 
die Spuren der Verbindungs- 
ebenen A und By wenn man 
in jeder der Geraden a und ß 
einen Punkt, am besten eine 
der Spuren, z. B. die Horizon- 
talspuren a, und /3, , annimmt, 
und die Verbindungsgeraden 
8 und e dieser Punkte mit dem 
Punkte a bestimmt. Die Verti- 
calspuren 8^ und e^ dieser Ge- 
raden (die Horizontalspuren 
fallen mit a, und ß^ zusammen) 
bestimmen mit den Spuren a^ 
und ß^ der gegebenen Geraden 
die Verticalspuren A^B^ der 



Durch zwei sich kreuzende 
Gerade a und ß und durch eine 
nicht durch sie gehende Ebene 
A ist eine Gerade y bestimmt ; 
nämlich die Verbindungslinie 
der beiden Durchschnittspunkte 
a und h der Ebene A mit den 
beiden Geraden a und ß. Diese 
Gerade y liegt in der Ebene 
A und liegt mit den Geraden 
a und ß in zwei Ebenen B 

und a 

Sind (Fig. 55b, Taf.IX)«'«" 
und ß'ß" die Projectionen 

und o^y0^2'> ß\ß2 ^^® Spu- 
ren der gegebenen Geraden, 
A^A.^ die Spuren der gegebe- 
nen Ebene, so findet man zu- 
nächst die Projectionen der 
Durchschnittspunkte a und 6, 
wenn man durch jede der bei- 
den Geraden a und ß eine 
Ebene, am besten eine proji- 
cirende Ebene, z. B. die hori- 
zontalprojicirenden Ebenen H 
und My legt, und die Schnitt- 
linien 8 und B dieser Ebenen 
mit der Ebene A bestimmt. 
Die Verticalprojectionen 8' 
und «" dieser Geraden (die 
Horizontalprojectionen fallen 
mit a und ß' zusammen) be- 
stimmen mit den Projectionen 
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gesuchten Verbindungsebenen 
A und J5, deren Horizontal- 
spuren durch «1 und /3j gehen 
müssen. In den Schnittpunkten 
der Spuren A^ B^ , A2 B2 finden 
sich die Spuren y, und y^ der 
gesuchten Geraden, aus denen 
man leicht die Projectionen 
//'derselben bestimmen kann. 
Diese Gerade y schneidet die 
gegebenen Geraden a und ß 
in zwei Punkten h und c, deren 
Projectionen V und V\ c und 
c" also in demselben Perpen- 
dikel zur Äxe liegen müssen. 



a" und ß" der gegebenen Ge- 
raden die Verticalprojectionen 
«"und ft "der gesuchten Schnitt- 
punkte a und ft, deren Hori- 
zontalprojectioneu in a und ß' 
liegen müssen. In den Ver- 
bindungslinien der Projectio- 
nen aVy ah" finden sich die 
Projectionen y und y" der ge- 
suchten Geraden, aus denen 
man leicht die Spuren y, y.^ 
derselben bestimmen kann. 
Diese Gerade y liegt mit den 
gegebenen Geraden « und ß 
in zwei Ebenen B und C, deren 
Spuren B^ und B^^ Oj und C^ 
sich also in demselben Punkte 
der Axe schneiden müssen. 
Mit Hülfe dieser Beziehungen ist man im Stande, den 
Abstand zweier sich kreuzender Geraden « und ß noch auf 
einem andern Wege zu finden. Bestimmt man nämlich die 
Richtung der auf beiden gegebenen Geraden, also auch auf 
den Ebenen des Parallelebenenpaares , senkrechten Geraden 
und legt durch diesen (unendlich fernen) Punkt a nach obiger 
Construction die Gerade, welche die beiden gegebenen Gct 
raden in den Punkten & und c schneidet, so ist die Strecke 
6 c der gesuchte Abstand. Um die Richtung der erwähnten 
Senkrechten auch ohne Aufsuchung der Spuren des Parallel- 
ebenenpaares zu finden, dient folgende Betrachtung: Die 
Stellung der zu einer der gegebenen Geraden a senkrechten 
Ebenen enthält die Richtungen aller auf a senkrechten Ge- 
raden, und ebenso sind in der Stellung der zu ß senkrechten 
Ebenen die Richtungen der Senkrechten auf diese Gerade 
enthalten; die diesen beiden Stellungen gemeinsame Richtung 
wird also die gesuchte Richtung der auf « und ß senkrechten 
Geraden sein. Legt man daher irgend zwei auf a und ß senk- 
rechte Ebenen P und §, so ist die Richtung ihrer Schnitt- 
linie ft der unendlich ferne Punkt a, die Richtung, der er- 
wähnten Senkrechten. 
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Die Lösung der Aufgabe, die durch diese Richtung a 
gehende, « \mA ß schneidende Gerade aufzusuchen, geschieht 
genau so wie oben, nur dass die Verbindungsgeraden 8 und 
e der Punkte a^ und ß^ mit dem unendlich fernen Punkte a, 
zu sich selbst und ^ur gefundenen Schnittgeraden ft der 
Ebenen P und Q parallel erscheinen müssen. Legt man die 
senkrechten Ebenen P und § so, dass sie durch eine Spur, 
z. B. «1, gehen, so ist ihre Schnittlinie ä, zugleich die 
Verbindungslinie dieser Spur «j mit dem unendlich fernen 
Punkte a, der Richtung der gesuchten Senkrechten. (Fig. 56, 
Taf. IX.) 



B. Centralprojection. 

Darstellung der geometrischen Elemente und der Crrundgebilde 
erster und zweiter Stufe. 

§. 31. Da durch Projection und Spur in Beziehung auf 
nur eine Projectionsebene die vollständige Bestimmung der 
geometrischen Elemente nicht möglich ist, so wurden bisher 
eine zweite und dritte Projectionsebene in gegenseitig fest 
bestimmter Lage angenommen und die darzustellenden Raum- 
formen durch Projection und Spur auch auf diese Ebenen 
bezogen und so die vollständige Lagenbestimmung derselben 
erreicht. 

Derselbe Zweck wird in der Centralprojection, bei An- 
nahme nur einer Projectionsebene, dadurch erreicht, dass man 
ausserhalb derselben noch einen Punkt (7, das Projections- 
centrum, als Mittelpunkt, eines Strahlenbündels annimmt. 
Um die Lage des Projectionscentrums gegen die Projections- 
ebene festzustellen, fällt man von demselben zur Ebene 
ein Perpendikel , welches Hauptstrahl genannt wird. 
Der Pusspunkt C dieses Perpendikels in der Projections- 
ebene, und der Abstand des Projectionscentrums (Distanz) 
bestimmen die Lage desselben vollkommen. 

Der Kreis, welcher in der Projectionsebene aus dem 
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Punkte C mit dei* Distanz als Halbmesser beschrieben 
wird, heisst DistanzkreiS; und sein Mittelpunkt Haupt- 
punkt, Hauptpunkt und Distanzkreis bestimmen also gleich- 
falls die Lage des Projectionscentrums. Ebenso ist auch die 
Lage der durch das Centrum zur Projectionsebene parallel 
gelegten Ebene bestimmt, welche die Gegenebene genannt 
wird. 



§. 32. Die Verbindungsge- 
rade irgend eines Raumpunk- 
tes a mit dem angenommenen 
Pr oj ectionscentrum , (Proj ec- 
tionsstrahl), bestimmt in der 
Projectionsebene einen Punkt, 
welcher die Centralprojection 
des betreffenden Raumpunktes 
genannt wird. 

Durch diese Projection ist 
aber die Lage des Raumpunk- 
tes nicht vollständig bestimmt. 
Alle Punkte der Punktreihe, 
deren Träger der betreffende 
Projectionsstrahl ist, haben die- 
selbe Projection. Von allen 
Punkten dieser Reihe sind nur 
zwei, nämlich der Punkt in 
der Projectionsebene und der 
unendlich fernePunkt, die Rich- 
tung des Strahls, bestimmt. 
Alle Punkte der Projections- 
ebene, sowie die Punkte der 
unendlich fernen Ebene sind 
daher durch ihre Centralpro- 
jection allein bestimmt. 

Jeder Punkt in der Projec- 
tionsebene bestimmt also die 
Lage zweier Punkte im Räume, 
nämlich den Punkt in der Pro- 



Die Schnittlinie irgend einer 
Raumebene A mit der Pro- 
jectionsebene gibt eine Gerade 
in der Projectionsebene, welche 
die Spur oder die Schnittlinie 
der betreffenden Raumebene ge- 
nannt wird. 



Durch diese Spur ist aber 
die Lage der Raumebene nicht 
vollständig bestimmt. Alle Ebe- 
nen des Ebenenbiischels, des- 
sen Axe die betreffende Schnitt- 
linie ist, haben dieselbe Spur. 
Von allen Ebenen dieses Bü- 
schels sind nur zwei, nämlich 
die durch das Proj ectionscen- 
trum gehende und die zur Pro- 
jectionsebene senkrechte Ebene 
bestimmt. Alle durch das Pro- 
j ectionscentrum gehenden, so- 
wie die zur Projectionsebene 
senkrechten Ebenen sind da- 
her durch ihre Spur in der 
Projectionsebene allein be- 
stimmt. 

Jede Gerade in der Projec- 
tionsebene bestimmt also zwei 
durchsie gehende Ebenen, näm- 
lich die Verbindungsebene mit 
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jectionsebene selbst, und den 
unendlich fernen Punkt des 
durch ihn gehenden Projec- 
tionsstrahls. Durch passend 
gewählte Bezeichnungen kön- 
nen diese beiden Arten von 
Punkten von einander unter- 
schieden werden. 

§.33. Die Verbindungsebene 
irgend einer Geraden im Räume 
mit dem . Projectionscentrum, 
die projicirende Ebene der Ge- 
raden genannt; bestimmt eine 
Geradein derProjectionsebene, 
welche die Centralprojection 
der Raumgeraden genannt wird. 
Durch diese Projection ist aber 
die Gerade im Räume nicht 
vollständig bestimmt; alle Ge- 
raden des ebenen Systems, des- 
sen Träger diese projicirende 
Ebene ist, haben dieselbe Pro- 
jection. Von allen Geraden 
dieses ebenen Systems sind nur 
zwei, nämlich die Gerade in 
der Projectionsebene, und die 
unendlich ferne Gerade, die 
Stellung , der proj icirenden 
Ebene bestimmt. Alle Gera- 
den in der Projectionsebene, 
sowie die Geraden in der un- 
endlich fernen Ebene sind da- 
her durch vihre Centralprojec- 
tion allein bestimmt. Jede Ge- 
rade in der Projectionsebene 
bestimmt also auch die Lage 
zweier Raumgeraden, nämlich 
die Gerade in der Projections- 
ebene selbst, und die unend- 



dem Projectionscentrum und die 
zur Projectionsebene senkrechte 
Ebene. Durch passend gewählte 
Bezeichnungen können die bei- 
den Arten von Ebenen von ein- 
ander unterschieden werden. 



Der Schnittpunkt irgend einer 
Geraden im Räume mit der Pro- 
jectionsebene bestimmt einen 
Punkt in derselben, welcher 
der Durchschnittspunkt oder 
die Spur der Raumgeraden ge- 
nannt wird. Durch diese Spur 
ist aber die Gerade im Räume 
nicht vollständig bestimmt; alle 
Geraden des Strahlenbündels, 
dessen Mittelpunkt dieser 
Schnittpunkt ist, haben dieselbe 
Spur. Von allen Geraden dieses 
Bündels sind nur zwei, nämlich 
die durch das Projectionscen- 
trum gehende, und die auf der 
Proj ectionsebene senkrechteGe- 
rade desselben bestimmt. Alle 
durch das Projectionscentrum 
gehenden Geraden, Projections- 
strahlen, sowie die Normalen 
zur Projectionsebene sind da- 
her durch ihre Spur allein be- 
stimmt. Jeder Punkt in der 
Projectionsebene bestimmt also 
auch die Lage zweier Raumge- 
raden,' nämlich den durch ihn 
gehenden Proj ectionsstrahl, und 
die durch ihn gelegte Normale 
zur Projectionsebene. Durch 
passend gewählte Bezeichnun- 
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lieh ferne Gerade, die Stellung, 
der durch sie gehenden proji- 
cirenden Ebene. Durch pas- 
send gewählte Bezeichnungen 
können wieder diese beiden 
Arten von Geraden von ein- 
ander unterschieden werden. 

§. 34. Die Lage irgend eines 
Punktes a im Räume ist durch 
zwei durch ihn gehende Ge- 
rade vollkommen bestimmt. 
Von allen Geraden des Strah- 
lenbündels jedoch, dessen Mit- 
telpunkt der angenommene 
Raumpunkt ist, sind nach §. 33 
zwei, nämlich der durch ihn 
gehende Projectionsstrahl, und 
das von ihm zur Projections- 
ebene gefälltePerpendikel durch 
die entsprechenden Spuren in 
der Projectionsebene allein be 
stimmt. Die Spur a des durch 
den Punkt a gezogenen Pro- 
jectionsstrahls heisst, wie be- 
reits erwähnt, die Centralpro- 
jection, während der Pusspunkt 
a' der von ihm zur Projec- 
tionsebene gezogenen Normalen 
die Orthogonalprojection des 
Punktes a genannt wird; die 
Punkte a und a" in der Pro- 
jectionsebene genügen vollstän- 
dig zurLagenbestimmung der er- 
wähnten beiden durch a gehen- 
den Geraden, und im Durch- 
schnittspunkte dieser beiden Ge- 
raden ist auch die Lage des Punk- 
tes a vollkommen bestimmt. 



gen können wieder diese beiden 
Arten von Geraden von ein- 
ander unterschieden werden. 



Die Lage irgend einer Ebene 
A im Räume ist durch zwei 
in ihr liegende Gerade voll- 
kommen bestimmt. Von allen 
Geraden des ebenen Systems 
jedoch, dessen Träger die an- 
genommene Raumebene ist, sind 
nach §. 33 zwei, nämlich ihre 
Schnittlinie mit der Projec- 
tionsebene und ihre unendlich 
ferne Gerade, ihre Stellung, 
durch die entsprechenden Oen- 
tralprojectionen allein be- 
stimmt. Die mit ihrer Projec- 
tion zusammenfallende Schnitt- 
linie J-j der Ebene mit der Pro- 
jectionsebene heisst die Schnitt- 
linie oder Spur der Ebene; 
die Projection A2 der unend- 
lich fernen Geraden derselben 
ist die Schnittlinie der durch 
das Projectionscentrum zur 
Ebene A gelegten Parallel- 
ebene (Fluchtebene) und wird 
die Fluchtlinie der Ebene A 
genannt. Die Geraden Ai und 
A2 genügen vollständig zur 
Lagenbestimmung der erwähn- 
ten beiden in A liegenden Ge- 
raden, und in der Verbindungs- 
ebene dieser beiden Geraden 
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Irgend zwei Punkte a' und 
a ' in der Projectionsebene kön- 
nen jedoch nur dann als Cen- 
tral- und Orthogonalprojection 
desselben Raumpunktes a er- 
scheinen, wenn die beiden durch 
diese Punkte in der Projec- 
tionsebene bestimmten Raum- 
geraden, Projectionsstrahl und 
Normale, sich wirklich in einem 
Punkte schneiden, daher in 
einer Ebene liegen. Da diese 
Ebene aber durch das Projec- 
lionscentrum und durch eine 
Normale zur Projectionsebene 
geht, so muss sie selbst zur 
letzteren senkrecht sein. Ihre 
Spur, welche zugleich die Ver- 
bindungsgerade der Punkte a 
und a' ist, muss daher durch 
die Orthogonalprojection des 
Projectionscentrums, d. i. den 
Hauptpunkt gehen. 

Irgend ein Punkt a im Räume 
wird daher dargestellt durch 
seine Centralprojection a und 
seine Orthogonalprojection a", 
welche beide Punkte in einer 
durch den Hauptpunkt (7 gehen- 
den Geraden liegen müssen. 

Nur die Punkte des Haupt- 
strahls sind auf diese Weise 
nicht bestimmt, da für diesel- 
ben Projectionsstrahl und Per- 
pendikel in dem Hauptstrahle, 
Central- und Orthogonalprojec- 



ist auch die Lage der Ebene A 
vollkommen bestimmt. 

Irgend zwei Gerade A^ und 
J.2 in der Projectionsebene kön- 
nen jedoch nur dann als Spur 
und Fluchtlinie derselbenRaum- 
ebene A erscheinen, wenn die 
beiden, durch diese Geraden in 
der Projectionsebene bestimm- 
ten Raumgeraden, Schnittlinie 
und unendlich ferr^e Gerade, 
wirklich in einer Ebene liegen, 
daher sich in einem Punkte 
schneiden. Da dieser Punkt 
aber in der Projectionsebene 
und zugleich -in der unendlich 
fernen Ebene liegt, so ist er 
ein Punkt der unendlich fernen 
Geraden der Projectionsebene. 
Seine Centralprojection, welche 
zugleich der Schnittpunkt der 
Geraden A^ und A^ ist, muss 
daher ebenfalls in der unend- 
lich fernen Geraden der Pro- 
jectionsebene liegen. . 

Irgend eine Ebene A im 
Räume wird daher dargestellt 
durch ihre Spur A^ und ihre 
Fluchtlinie A^y welche beide 
Gerade sich in einem unend- 
lich fernen Punkte schneiden, 
d. h. parallel sein müssen. 

Nur die zur Projectionsebene 
parallelen Ebenen sind auf diese 
Weise nicht bestimmt, da für 
dieselben Spur und unendlich 
ferne Gerade in der Stellung der 
Proj ectionsebene , Schnittlinie 
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tion daher im Hauptpunkte zu- 
sammenfallen. 

Jeder solche Punkt erscheint 
jedoch durch die Darstellung 
irgend einer durch ihn gehenden 
Ebene vollkommen bestimmt. 

Die Lage der Central- und Or- 
thogonaJprojection eines Punk- 
tes gegen den Hauptpunkt G 
ist verschieden, je nachdem der 
Punkt vor der Gegenebene, 
zwischen Gegenebene und Pro- 
jectionsebene, oder hinter der 
Projectionsebene liegt. 

Liegt der Punkt a vor der 
Gegenebene, so ist in dem 
durch ihn gelegten Projections- 
strahl das Projectionscentrum 
zwischen dem gegebenenPunkte 
und seiner Centralprojectiön ; 
daher muss auch die Ortho- 
gonalprojection des Centrums, 
der Hauptpunkt, zwischen der 
Orthogonalprojection a und 
der Centralprojection d des 
Punktes liegen. 

Liegt der Punkt h zwischen 
Gegenebene und Projections- 
ebene, so befindet sich in 
seinem Projectionsstrahl der 
Baumpunkt zwischen dem Pro- 
jectionscentrum und der Cen- 
tralprojection; daher muss, 
aus denselben Gründen wie 
früher, die Orthogonalprojec- 
tion h" zwischen der Central- 
projection V und dem Haupt- 
punkte liegen. 

Liegt endlich ein Punkt d 



und Fluchtlinie daher in dersel- 
ben Geraden zusammenfallen. 

Jede solche Ebene erscheint 
jedoch durch die Darstellung 
irgend eines in ihr liegenden 
Punktes vollkommen bestimmt. 

Die Lage der Spur und Flucht- 
linie einer Ebene gegen den 
Hauptpunkt G ist verschieden, 
je nachdem die Ebene den 
Hauptstrahl vor dem Projec- 
tionscentrum, zwischen Cen- 
trum und Hauptpunkt, oder hin- 
ter dem Hauptpunkte schneidet. 

Schneidet die Ebene A den 
Hauptstrahl hinter dem Haupt- 
punkte C, so liegt derselbe 
zwischen der gegebenen Ebene 
und der durch das Projections- 
centrum gelegtenParallelebene; 
daher muss er auch zwischen 
der Spur dieser Parallelebene, 
der Fluchtlinie A,^ und der Spur 
A^ der gegebenen Ebene Hegen. 



Schneidet die Ebene B den 
Hauptstrahl zwischen Centrum 
und Hauptpunkt, so liegt die 
gegebene Ebene zwischen der 
durch das Centrüm gelegten 
Parallelebene und dem Haupt- 
punkt; daher muss, aus den- 
selben Gründen wie früher, die 
Spur JS, zwischen der Flucht- 
linie J?2 ^^^ ^^™ Hauptpunkte 
liegen. 

Schneidet endlich eine Ebene 
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hinter der Projectionsebene, so 
kann auf gleiche Weise leicht 
nachgewiesen werden, dass in 
diesem Falle seine Centralpro- 
jection rf' zwischen dem Haupt- 
punkte und der Orthogonalpro- 
jection d' liegen muss, 

Fig. 57a, Taf. IX, gibt die 
Darstellung dieser 3 Punkte a, 
h und d. 

Liegt der Punkt a in der 
unendlich fernen Ebene, ist er 
eine bestimmte Richtung, so 
ist seine Centralprojection a 
ein beliebiger Punkt der Projec- 
tionsebene, der Durchschnitts- 
punkt des durch diese Rich- 
tung gehenden Projections- 
strahls ; -während seine Ortho- 
gonalprojection a' ein' unend- 
lich ferner Punkt, die Richtung 
der Verbindungsgeraden C a 
ist. Liegt der Punkt b in der 
Gegenebene, so ist seine Or- 
thogonalprojection V ein be- 
liebiger Punkt,' während seine 
Centralprojection h' im unend- 
lichen liegt, daher als die Rich- 
tung der Verbinduugsgeraden 
&"(7 erscheint. BeieinemPunkte 
d in der Projectionsebene fal- 
len Orthogonal- und Central- 
projection in einen Punkt zu- 
sammen, welcher für den Fall, 
dass der Punkt zugleich in der 
unendlich fernen Geraden der 
Projectionsebene liegt, eben- 
falls im unendlichen liegen 
muss. (Fig. 58a, Taf. IX.) 



D den Hauptstrahl vor dem 
Projectionscentrum , so kann 
auf gleiche Weise leicht nach- 
gewiesen werden, dass in die- 
sem Falle ihre Fluchtlinie D.^ 
zwischen dem Hauptpunkte und 
der Spur D^ liegen muss. 

Fig. 57 b, Taf. IX, gibt die 
Darstellung dieser 3 Ebenen J., 
B und B. 

Geht die Ebene A durch den 
unendlich fernen Punkt, die 
Richtung des Hauptstrahls, ist 
sie also zur Projectionsebene 
senkrecht, so ist ihre Spur A^ 
eine beliebige Gerade in der 
Projectionsebene, in welcher 
nämlich die Ebene A dieselbe 
schneidet; während ihre Flucht- 
linie A2 durch den Hauptpunkt 
G gehen muss. Geht die Ebene 
B durch den Hauptpunkt, so 
ist ihre Fluchtlinie B^ eine be- 
liebige Gerade, während ihre 
Spur JS, ebenfalls durch den 
Hauptpunkt gehen muss. Bei 
einer Ebene D, die durch das 
Projectionscentrum geht, fallen 
Spur und Fluchtlinie in eine 
Gerade zusammen, welche für 
den Fall, dass die Ebene zu- 
gleich durch den Hauptstrahl 
geht, also zur Projectionsebene 
senkrecht ist, durch den Haupt- 
punkt gehen muss. (Fig. 58 b, 
Taf. IX.) 
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§.^ 35. Die Lage irgend einer 
Geraden a im Baume ist durch 
zwei durch sie gehende Ebenen 
vollkommen bestimmt. Von al- 
len Ebenen des Ebenenbüschels 
jedoch, dessen Axe die ange- 
nommene Raumgerade ist, sind 
nach §. 32 zwei^ nämlich die 
durch das Projectionscentrum 
gehende und die zur Projec- 
tionsebene senkrechte Ebene, 
durch ihre entsprechenden Spu- 
ren in der Projectionsebene 
allein bestimmt. Die Spur ci 
jener Ebene, welche die Baum- 
gerade mit dem Projections- 
centrum rerbindet, heisst, wie 
erwähnt, die Centralprojection, 
während die Spur a der zur 
Projectionsebene senkrechten 
Ebene die Orthogonalprojec- 
tion der Geraden a genannt 
wird. Die Geraden a und a 
in der Projectionsebene genügen 
vollständig zur Bestimmung der 
erwähnten beiden durch die 
Gerade « gelegten Ebenen, und 
in der Durchschnittslinie der- 
selben erscheint die Lage der 
Geraden a vollkommen be- 
stimmt. 



Irgend eine Gerade a im 
Baume wird daher durch ihre 
Gentralprojection a und ihre 
Orthogonalprojection a dar- 
gestellt. Central-, Ortho- und 
gonalprojection jedes in ihr lie- 



Die Lage irgend einer Ge- 
raden a im Baume ist durch 
zwei in ihr liegende Punkte 
vollkommen bestimmt. Von 
allen Punkten der Punktreihe 
jedoch, deren Träger die an- 
genommene Baumgerade ist, 
sind nach §. 32 zwei, nämlich 
der in der Projectionsebene lie- 
gende Punkt und der unend- 
lich ferne Punkt, durch ihre 
entsprechenden Centralprojec- 
tionen allein bestimmt. Der 
mit seinerPrag ection zusammen- 
fallende Durchschnittspunkt a^ 
der Geraden mit der Projec- 
tionsebene heisst der Durch- 
schnittspunkt oder die Spur der 
Geraden, während die Projec- 
tion ^2 des unendlich fernen 
Punktes, der Schnittpunkt des 
zur Geraden parallelen Projec- 
tionsstrahls (Fluchtstrahls) der 
Fluchtpunkt der Geraden a 
genannt wird. Die Punkte «j 
und «2 i^ der Projectionsebene 
genügen vollständig zur Be- 
stimmung der erwähnten bei- 
den in der Geraden liegenden 
Punkte, und in der Verbindungs- 
geraden derselben erscheint die 
Lage der Geraden a vollkom- 
men bestimmt. 

Irgend eine Gerade a im 
Baume wird daher durch ihre 
Spur a, und ihren Fluchtpunkt 
«2 dargestellt. Spur und Flucht- 
linie jeder durch sie gelegten 
Ebene gehen durch die ent- 
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genden Punktes liegen in den sprechenden Punkte der .Ge- 
entsprechenden Projectionen raden. 
der Geraden. 

Aus der einen Darstellungsart der Geraden lässt sich die 
andere leicht entwickeln, so dass also aus den Projectionen 
sich leicht Spur und Fluchtpunkt, und umgekehrt aus diesen 
Punkten die Projectionen bestimmen lassen. 

Sind a und a\ die Central- Sind a^ und «j? ^^^ Spur und 
und Orthogonalprojection einer der Fluchtpunkt einer Geraden 
Geraden gegeben, so ergibt gegeben, so ergibt sich zunächst 
sich zunächst in dem Durch- in der Verbindungsgeraden der- 



schnittspunkte derselben, als 
demjenigen Punkte der Gera- 
den, für welchen Central- und 
Orthogonalprojection zusam- 
menfallen, der Durchschnitts- 
punkt «1 derselben. Der Flucht- 
punkt «2 ^^^ Geraden ist die 
Centralprojection des unendlich 
fernenPunktes derselben,dessen 
Orthogonalprojection also in 
dem unendlich fernen Punkte 
der Orthogonalprojection a"der 
Geraden liegen muss. 

Der Schnittpunkt der Cen- 
tralprojection d mit der durch 
den Hauptpunkt G zur Ortho- 
gonalprojection a der Geraden 
gezogenen Parallelen ist dem- 
nach der gesuchte Fluchtpunkt 
«2 derselben. (Fig. 59, Taf. IX.) 

Ist eine Gerade a zur Pro- 
jectionsebene parallel, so fällt 
ihre Spur «^ mit dem Schnitt- 
punkte des zu ihr parallelen 
Projectionsstrahls, d. i. mit 
ihrem Fluchtpunkte a^ in dem- 
selben unendlich fernen Punkt 
derProjectionsebene zusammen. 



selben, als der Spur der durch 
die Gerade und dasProjectious- 
centrum gelegten Ebene, für 
welche Spur und Fluchtlinie 
zusammenfallen , die Central- 
projection a derselben. Die 
Orthogonalprojection a der 
Geraden ist die Spur der durch 
sie gehenden Normalebene, 
deren Fluchtlinie also durch 
den Fluchtpunkt a^ der Gera- 
den und den Hauptpunkt G 
gehen muss. 

Die durch die Spur«, zur Ver- 
bindungsgeraden des Flucht- 
punktes a.^ der Geraden mit 
dem Hauptpunkte Q' gezogene 
Parallele ist demnach die ge- 
suchte Orthogonalprojection a 
derselben. (Fig. 59, Taf. IX.) 

Schneidet eine Gerade a den 
Hauptstrahl, so fallen die durch 
sie gelegte Normalebene und 
die centralprojicirende Ebene, 
folglich auch Orthogonal- und 
Centralprojection, in derselben 
durch den Hauptpunkt G gehen- 
den Geraden zusammen. Die 
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Die Gerade ist daher nur durch 
ihre Projectionen darstellbar, 
welche als zwei parallele Ge- 
rade erscheinen; die denselben 
gemeinsame Bichtung ergibt 
den zusammenfallenden Flucht- 
und Durchschnittspunkt der Ge- 
raden a. (Fig. 60a, Taf. X.) 

Geht die Gerade durch das 
Projectionscentrum, so fallen 
die Projectionsstrahlen aller 
ihrer Punkte mit der Geraden 
zusammen. Die Centralprojec- 
tion der Geraden ist daher ein 
Punkt, während die Orthogo- 
nalprojection die Verbindungs- 
gerade dieses Punktes mit dem 
Hauptpunkte ist. Spur und 
Fluchtpunkt fallen mit der als 
Punkt erscheinenden Central- 
projection zusammen. 

Geht die Gerade durch den 
unendlich fernen Punkt des 
HauptstrahlS; steht sie also auf 
der Projectionsebene senkrecht, 
so fallen alle Normalen durch 
ihre Punkte mit der Geraden 
zusammen. Die Orthogonal- 
projection ist daher ein Punkt, 
der Fusspunkt der gegebenen 
Geraden in der Projections- 
ebene. Die Centralprojection 
ist dann die Verbin dungsge- 
rade dieses Punktes mit dem 
Hauptpunkte. Die Spur fällt 
mit der als Punkt erscheinen- 
den Orthogonalprojection, der 
Fluchtpunkt mit dem Haupt- 
punkte zusammen. 



Gerade ist daher nur durch 
Spur und Fluchtpunkt darstell- 
bar, welche in einer durch den 
Hauptpunkt gehenden Geraden 
liegen ; diese Gerade ist zugleich 
die zusammenfallende Ortho- 
gonal- und Centralprojection der 
Geraden a. (Fig. 60b, Taf. X.) 
Liegt die Gerade in der Pro- 
jectionsebene, so fallen alle ihre 
Punkte mit derselben zusam- 
men. Die Spur derselben ist also 
dann die Gerade selbst, während 
der Fluchtpunkt der unendlich 
entfernte Punkt, die Richtung, 
dieser Geraden ist. Central- 
und Orthogonalprojection fal- 
len mit der als Gerade erschei- 
nenden Spur der gegebenen 
Geraden zusammen. 

Liegt die Gerade in der un- 
endlich fernen Ebene, ist sie 
also eine bestimmte Stellung^ 
so sind alle Projectionsstrahlen 
in der durch sie und das Pro- 
jectionscentrum gelegten Ebene 
zurGeraden parallel. DerFlucht- 
punkt derselben ist daher eine 
Gerade, die Schnittlinie der 
erwähnten durch das Centrum 
gelegten Ebene. Die Spur ist 
dann der unendlich ferne Punkt 
dieser Geraden. Die Centralpro- 
jection fällt mit dem als Gerade 
erscheinendenFluchtpunkte,die 
Orthogonalprojection mit der 
unendlich fernen Geraden der 
Projectionsebeoe zusammen. 
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Liegt die Gerade in derGegen- 
ebene, so ist die unendlich ferne 
Gerade der Projectionsebene 
ihre Centralprojection; Spur 
und Fluchtpunkt der Geraden 
fallen in dem unendlich fernen 
Punkte ihrer Orthogonalprojec- 
tion zusammen. 

§. 36. Ist eine Gerade als 
Träger einer Punktreihe ge- 
geben, so liegen die Projec- 
tionen aller Punkte dieser Reihe 
in den entsprechenden Projec- 
tionen der Geraden. Sie bil- 
den also zwei projectivische 
Punktreihen in der Projections- 
ebene, welche, da die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden 
Punkte beider Reihen alle durch 
den Hauptpunkt gehen, in per- 
spectivischer Lage sind. Der 
Schnittpunkt der Träger beider 
Reihen, als die zusammmenfal- 
lende Central- und Orthogonal- 
projection des in der Projec- 
tionsebene liegenden Punktes 
d der Raumreihe, ist ein ent- 
sprechender Punkt in beiden 
Reihen. 

Der unendlich ferne Punkt 
der Reihe, deren Träger die 
Orthogoualprojection der Ge- 
raden ist, als die Orthogoual- 
projection f" des unendlich fer- 
nen Punktes f der Raumgera- 
den, hat seinen entsprechenden 
Punkt, die zugehörige Central- 
projection f, in dem Fluch t- 



Geht die Gerade durch den 
Hauptpunkt, so ist der Haupt- 
punkt ihre Spur; Central- und 
Orthogoualprojection der Ge- 
raden fallen in der Verbindungs- 
geraden ihres Fluchtpunktes 
mit dem Hauptpunkte zusam- 
men. 

Ist eine Gerade als Axe eines 
Ebenenbüschels gegeben , so 
gehen die Spuren und Flucht- 
linien aller Ebenen dieses Bü- 
schels durch die entsprechen- 
den Punkte der Geraden. Sie 
bilden also zwei projectivische 
Strahlenbüschel in der Projec- 
tionsebene, welche, da die 
Schnittpunkte der zu einan- 
der parallelen entsprechenden 
Strahlen beider Büschel in der 
unendlich fernen Geraden lie- 
gen, in perspectivischer Lage 
sind. Die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte beider Strahlen- 
büschel, als die zusammenfal- 
lende Spur und Fluchtlinie der 
durch das Projectionscentrum 
gehenden Ebene P des Ebe- 
nenbüschels, ist ein entspre- 
chender Strahl beider Büschel. 

Der durch den Hauptpunkt 
gehende Strahl des Büschels, 
dessen Mittelpunkt der Flucht- 
punkt der Geraden ist, als die 
Fluchtlinie S^ der zur Projec- 
tionsebene senkrechten Ebene 
S des Ebenenbüschels, hat sei- 
nen entsprechenden Strahl, die 
zugehörige Durchschnittslinie 
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punkte ofg der Geraden. Der 
unendlich ferne Punkt in der 
durch die Centralprojectionen 
der Punkte der Raumreihe ge- 
bildeten Punktreihe ist die Cen- 
tralprojection g des in der 
Gegenebene liegenden Punktes 
g ; seine zugehörige Orthogonal- 
projection g" findet sich in der 
Verbindungsgeraden des Haupt- 
punktes C mit dem unendlich 
fernen Punkte der Centralpro- 
jection, also dort, wo die zur 
Central projection a durch den 
Hauptpunkt gezogene Parallele 
die Orthogonalprojection a' 
trifft (Fig. 61a, Taf. X). Diese 
Punkte f und g" in den beiden 
proj ectivischen Punktreihen, 
welche dem unendlich fernen 
Punkte der andern Reihe ent- 
sprechen, nennt man die Gegen- 
punkte der beiden Reihen. 



Ist die Gerade zur Projec- 
tionsebene parallel, so fallen 
Spur und Fluchtpunkt dersel- 
ben in dem unendlich fernen 
Punkte ihrer zu einander par- 
allelen Central- und Ortho- 
gonalprojection zusammen. Die 
Träger der beiden Punktreihen 
sind also parallel, und die bei- 
den unendlich fernen Punkte 
derselben entsprechen sich ge- 
genseitig. 

Liegt die Gerade in der un- 



/Sj, in der Orthogonalprojec- 
tion a der Geraden. Der durch 
den Hauptpunkt gehende Strahl 
des von den Spuren der Ebe- 
nen des Ebenenbüschels gebil- 
deten Strahlenbüschels ist die 
Durchschnittslinie J5j der durch 
den Hauptpunkt gehenden 
Ebene S\ seine zugehörige 
Fluchtlinie flj ^st also die durch 
den Fluchtpunkt «^ zur Ver- 
bindungsgeraden des Haupt- 
punktes C mit der Spur a^ ge- 
zogene Parallele (Fig, 6lb, 
Taf. X). Da die entsprechen- 
den Strahlen der beiden pro- 
jectivischen Strahlenbüschel, 
wie bereits erwähnt, zu ein- 
ander parallel sind, so sind die 
Winkel, welche je zwei ent- 
sprechende Strahlen in beiden 
Büscheln einschliessen, einan- 
der gleich; solche projectivische 
Strahlenbüschel nennt man 
gleich. 

Schneidet die Gerade den 
Hauptstrahl, so fallen Central- 
und Orthogonalprojection der- 
selben in der durch den Haupt- 
punkt gehenden Verbindungs- 
geraden ihrer Spur mit dem 
Fluchtpunkte zusammen. Die 
Mittelpuükte der beiden Strah- 
lenbüschel liegen also in einer 
durch den Hauptpunkt gehen- 
den Geraden, und die durch die- 
sen Punkt gehenden Strahlen 
entsprechen sich gegenseitig. 

Steht die Gerade zur Projec- 
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endlich fernen Ebene, so ist 
ihreOrthogonalprojection, liegt 
sie in der Gegenebene, so ist 
ihre Centralprojection die un- 
endlich ferne Gerade; dieselbe 
ist daher in beiden Fällen der 
Träger einer ier beiden Punkt- 
reihen, und die Punkte der- 
selben sind die Bichtungen 
der Verbindungsgeraden der 
Punkte der andern Reihe mit 
dem Hauptpunkt. 

Liegt die Gerade in der Pro- 
jectionsebene, so fallen ihre 
Central- und Orthogonalpro- 
jection, sowie die beiden Pro- 
jectionen aller ihrer Punkte 
zusammen; die beiden Punkt- 
reihen decken sich. 

Schneidet die Gerade den 
Hauptstrahl, so fallen Central- 
und Orthogonalprojection der- 
selben in einer diirch den 
Hauptpunkt gehenden Geraden 
zusammen. Die beiden Punkt- 
reihen sind in demselben Trä- 
ger vereinigt. Der Hauptpunkt 
als die zusammenfallende Cen- 
tral- und Orthogonalprojection 
des in dem Hauptstrahl liegen- 
den Punktes der Geraden, so- 
wie die Spur «^ derselben, in 
welchem die Central- und Ortho- 
gonalprojection des Punktes in 
der Projectionsebene vereinigt 
sind, geben die zwei zusam- 
menfallenden entsprechenden 
Punkte -der beiden vereinigten 
Punktreihen. Die Bestimmung 



tionsebene senkrecht, so liegt 
ihr Fluchtpunkt, geht sie durch 
den Hauptpunkt, so liegt ihre 
Spur im Hauptpunkt; derselbe 
ist daher in beiden Fällen der 
Mittelpunkt eines der beiden 
Strahlenbüschel, und die Strah- 
len desselben sind die durch 
den Hauptpunkt gehenden Par- 
allelen zu den Strahlen des 
andern Büschels. 

Geht die Gerade durch das 
Projectionscentrum, so fallen 
ihre Spur und ihr Fluchtpunkt, 
sowie die Spuren und Flucht- 
linien aller durch sie gehenden 
Ebenen zusammen ; die beiden 
Strahlenbüschel decken sich. 

Ist die Gerade zur Projec- 
tionsebene parallel, so fallen 
Spur und Fluchtpunkt in einem 
unendlich fernen Punkte zu- 
sammen. Die beiden Strahlen- 
büschel sind daher concen- 
trische Parallelstrahlenbüschel. 
Die unendlich ferne Gerade*, 
als die zusammenfallende Spur 
und Fluchtlinie der zur Pro- 
jectionsebene parallelen Ebene 
des Ebenenbüschels, sowie die 
Centralprojection a der Gera- 
den, in welcher Spur und 
Fluchtlinie der durch das Cen- 
trum gehenden Ebene vereinigt 
sind, geben die zwei zusammen- 
fallenden entsprechenden Strah- 
len der beiden concentrischen 
Strahlenbüschel. Die Bestim- 
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des entsprechenden Punktes 
einer der beiden Reihen zu 
einem gegebenen Punkte der 
andern Reihe kann auf direc- 
tem Wege nicht geschehen, 
da die durch den Hauptpunkt 
gehende Verbindungsgerade der 
beiden Punkte mit dem ge- 
meinsamen Träger beider Rei- 
hen zusammenfällt. 

Sind (Fig. 62a, Taf. X) «i 
und a.2 Spur und Fluchtpunkt, 
ihre durch den Hauptpunkt 
gehende Verbindungsgerade die 
zusammenfallende Central- und 
Orthogonalprojection aa" einer 
solchen den Hauptstrahl schnei- 
denden Geraden, und ist a die 
Centralprojection irgend eines 
Punktes a derselben; so kann 
man die zugehörige Orthogonal- 
projection ^ a" dieses Punktes 
durch die Annahme einer Hülfs- 
geraden ß finden, welche die 
gegebene Gerade a in dem 
Punkte a schneidet, mithin 
mit ihr in einer Ebene A lie- 
gen muss. Die Centralprojec- 
tion ß' dieser Geraden ist irgend 
eine durch den Punkt a' gehende 
Gerade, in welcher noch der 
Fluchtpunkt ß^ oder die Spur 
ß^ willkürlich angenommen 
werden kann. Ist ß^ der an- 
genommene Fluchtpunkt, so 
gibt die Verbindungsgerade 
«2 ßi die Fluchtlinie A^ der 
durch a und ß gelegten Ebene 
Aj deren Spur A^ durch den 

Kl ekler, darstell. Geometrie. 



desmung entsprechendenStrah- 
les eines der beiden Büschel 
zu einem gegebenen Strahle 
des andern Büschels kann auf 
directem Wege nicht geschehen, 
da sämmtliche Strahlen beider 
Büschel zu einander parallel 
erscheinen. 



Sind (Fig. 62b, Taf. X) a 
und a" Central- und Ortho- 
gonalprojection, ihr im Unend- 
lichen liegender Schnittpunkt 
die mit dem Fluchtpunkte a^ 
zusammenfallende Spura^ einer 
solchen zur Projectionsebene 
parallelen Geraden, und ist -4, 
die Spur irgend einer durch sie 
gehenden Ebene A\ so kann 
man die zugehörige Fluchtlinie 
A^ dieser Ebeae durch die 
Annahme einer Hülfsgeraden 
ß finden, welche mit der ge- 
gebenen Geraden a in der 
Ebene A liegt, niithin dieselbe 
in einem Punkte a schneiden 
muss. Die Spur j3j dieser Ge- 
raden ist irgend ein in der 
Geraden A^ liegender Punkt, 
durch welchen noch die Or- 
thogonalprojection ß" oder die 
Centralprojection ß' willkürlich 
, angenommen werden kann. 
Ist /5" die angenommene Or- 
thogonalprojection, so gibt der 
Schnittpunkt a," ß" die Ortho- 
gonalprojection a" des Schnitt- 
punktes der Geraden a und 
8 
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Punkt a, gehen muss. Der 
Schnittpunkt Yon A^ mit der 
angenommenen Centralprojec- 
tion ß^ der Hülfsgeraden gibt 
die Spur ß^ derselben. Ans 
der Spnr und dem Flachtpnnkte 
wird die Orihogonalprojection 
ß>' der Geraden ß anf bekannte 
Weise bestimmt; der Schnitt- 
punkt a" der Orthogonalprojec- 
tionen a" und ^' der gegebe- 
nen und der Hülfsgeraden ist 
dann die gesuchte Orthogo- 
nalprojection des Punktes a. 
In ganz ähnlicher Weise finde t^ 
man dieCentralprojection eines 
Punktes der Geraden a, wenn 
die zugehörige Orthogonal- 
projection gegeben ist. 

Von den beiden Punkten/*' 
und g", welche in beiden Reihen 
den unendlich fernen Punkten 
der andern Reihe entsprechen, 
fallt der eine f\ die Central- 
projection des unendlich fernen 
Punktes der Raumgeraden^ 
dessen Orthogonalprojection /" 
also ebenfalls im Unendlichen 
liegt, mit dem Fluchtpunkte 
«2 dei' Geraden zusammen. Der 
andere ß'", die Orthogonalprojec- 
tion des in der Gegenebene lie- 
genden Punktes, dessen Central- 
projection g' im Unendlichen 
liegt, kann nach der obigen 
Construction durch Annahme 
einer Hülfsgeraden y, deren Cen- 
tralprojection y' zu aa" parallel 
ist, leicht gefunden werden. 



ß, dessen Centralprojection a 
in der Geraden a liegen muss. 
Die Yerbiadungsgerade von a 
mit der angenommenen Spur 
j3j der Hülfsgeraden gibt die 
Centralprojection ß^ derselben. 
Aus der Central- und Orthogo- 
nalprojection wird der Flucht- 
punkt /$2 der Geraden ß auf 
bekannte Wei3e bestimmt; die 
durch ß^ zur gegebenen Spur 
A^ gezogene Parallele A^ ist 
dann die gesuchte Fluchtlinie 
der Ebene A, In ganz ähn- 
licher Weise findet man die 
Spur einer durch die Gerade 
a gehenden Ebene, wenn die 
zugehörige Fluchtlinie gegeben 
ist. 

Von den beiden Strahlen Sj 
und JET^, welche in beiden 
Büscheln dem durch den Haupt- 
punkt gehenden Strahl des 
andern Büschels entsprechen, 
fallt der eine Sj , die Spur der 
zur Projectionsebene senkrech- 
ten Ebene des Ebenenbüschels, 
deren Fluchtlinie /So also durch 
den Hauptpunkt geht, mit der 
Orthogonalprojection a" der 
Geraden zusammen. Der an- 
dere K^, die Fluchtlinie der 
durch den Hauptpunkt gehen- 
den Ebene, deren Spur jff, durch 
den Hauptpunkt geht, kann 
nach der obigen Construction 
durch Annahme einer Hülfs^e- 
raden y, deren Spur y, in H^ 
liegt, leicht gefunden werden. 
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Einfacher gestaltet sich die 
Lösung dieser Aufgabe durch 
Umlegung der durch die Ge- 
rade a und das Projections- 
centrum gelegten Ebene M in 
die Projectionsebene. Die Pro- 
jectionsstrahlen, sowie die Nor- 
malen zur Projectionsebene 
aller Punkte der Geraden a 
liegen in dieser Ebene ^ und 
ihre Schnittpunkte mit der bei 
der ümlegung unverändert ge- 
bliebenen Spur dieser Ebene, 
welche eben die zusammen- 
fallende Orthogonal- und Cen- 
tralprojection der Geraden a 
ist, sind die gesuchten Pro- 
jectionen dieser Punkte^ Da 
die Ebene M auf der Projec- 
tionsebene senkrecht steht, so 
kommt das Projectionscentrum 
nach der ümlegung nach (C) 
(Fig. &3a, Taf. X), wo die 
zur Spur senkrechte Gerade 
vom Hauptpunkt den Distauz- 
kreis trifft. Die Verbindungs- 
gerade des umgelegten Cen- 
trums (C) mit dem Fluchtpunkte 
«2 dei* Geraden a gibt den 
umgelegten Proj ectionsstrahl 
des unendlich fernen Punktes 
derselben; die Umlegung (a) 
der Geraden ist zu diesem rro- 
jectionsstrahle parallel und geht 
durch den bei der ümlegung 
unverändert gebliebenen Punkt 
a, . Die Verbindungslinie irgend 
eines Punktes (a) dieser Ge- 
raden mit dem umgelegten 



Einfacher gestaltet sich die 
Losung dieser Aufgabe durch 
ümlegung der durch das Pro- 
jectionscentrum senkrecht zur 
Geraden a gelegten Ebene M 
in die Projectionsebene. Die 
Gerade a schneidet diese Ebene 
in einem Punkte a, dessen Pro- 
jectionen a und a ' in den be- 
treffenden Projectionen der Ge- 
raden a liegen müssen, und 
zwar in den Schnittpunkten 
derselben mit der Spur der 
Ebene Jtf, welche als die vom 
Hauptpunkte auf a und a" ge- 
fällte Senkrechte erscheint. 
Da die Ebene M auf d^r Pro- 
jectionsebene senkrecht steht, 
so kommt das Projectionscen- 
trum nach der ümlegung nach 
{C) (Fig. 63b, Taf. X), wo die 
zur Spur senkrechte Gerade 
vom Hauptpunkt den Distanz- 
kreis trifft. Die Verbindungs- 
gerade der Centralprojectiou 
a des Punktes a mit dem 
umgelegten Centrum (C) gibt 
den umgelegten Projections- 
strahl, und die durch a" zur 
Spur der Ebene M gezogene 
Senkrechte die umgelegte Nor- 
male zur Projectionsebene des 
Punktes a, und in dem Schnitt- 
punkte (a) dieser beiden Ge- 
raden ergibt sich die ümle- 
gung des Punktes a. Jeder 
durch den Punkt (a) gehende 
Strahl erscheint als die üm- 
legung der Schnittlinie irgend 



Digitized by VjOOQIC 



116 



Methoden der darstellenden Geometrie. 



§. 37. 



Centrum ((7) gibt den Projec- 
tionsstrahl, und die durch (a) 
zur Spur der Ebene M gefällte 
/Senkrechte die Normale zur 
Projectionsebene des Raum- 
punktes a nach der Umlegung. 
Die Schnittpunkte a' und a' 
dieser beiden Geraden mit der 
Spur der umgelegten Ebene 
geben die bei der ümlegung 
unverändert gebliebenen zu- 
sammengehörigen Projectionen 
des Punktes a der Geraden. 



§. 37. Ist eine Ebene A als 
Träger eines ebenen Systems 
gegeben, so bilden die Central- 
und Orthogohalproj ectionen 
aller Punkte und Geraden die- 
ses Systems zwei in der Pro- 
jectionsebene vereinigte coUi- 
neare ebene Systeme, welche 
wir wieder als die Systeme 1 
und 2 von einander unter- 
scheiden wollen. Die Verbin- 
dungsgeraden entsprechender 
Punkte beider . Systeme , der 
zusammengehörigen Projectio- 
nen desselben Punktes der 
Ebene A gehen durch den 
Hauptpunkt; die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden, der 
zusammengehörigen Projectio- 
nen einer Geraden des Raum- 
systems, sind die Spuren der 
betreffenden Geraden, und lie- 



einer Ebene A des Ebenen- 
büschels a mit der Ebene Jf, 
und ebenso ist der durch ((7) 
gezogene Parallelstrahl die um- 
gelegte Schnittlinie der durch 
das Projectionscentrum geleg- 
ten zur Ebene A parallelen 
Pluchtebene. Die Schnittpunkte 
dieser Strahlen mit der Spur 
der Ebene M bestimmen daher 
Punkte der Spur Ai und der 
Fluchtlinie A^ der Ebene -4, 
durch welche Punkte A^ und 
A.^ parallel zu den Projectio- 
nen der Geraden a gebogen 
werden können. 

Ist ein Punkt a als Mittel- 
punkt eines Strahlenbündels 
gegeben, so bilden die Spuren 
und Fluchtpunkte aller Ge- 
raden, sowie die Spuren und 
Fluchtlinien aller Ebenen die- 
ses Bündels zwei in der Pro- 
jectionsebene vereinigte colli- 
neare ebene Systeme, welche 
wir wieder als die Systeme I 
und n von einander unter- 
scheiden wollen. Die Schnitt- 
punkte entsprechender Geraden 
beider Systeme, der zusammen- 
gehörigen Spur und Flucht- 
linie derselben Ebene des Bün- 
dels a, liegen im Unendlichen ; - 
die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte ; welche 
als Spur und Fluchtpunkt 
derselben Geraden des Strah- 
lenbündels erscheinen , sind 
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gen daher alle in der Spur A^ 
der Ebene Ä. 



Die beiden in der Projec- 
tionsebene vereinigten ebenen 
Systeme l und 2 sind mithin 
in perspectivischer Lage; der 
Hauptpunkt (7 und die Spur 
^1 der Ebene Ä ergeben sich 
als Collineations-Centrum und 
Axe. 

Zu jeder Geraderl des einen 
Systems, z. B. zu a (Fig. 64a, 
Taf. X), als der Centralprojec- 
tion einer Geraden cc des Raum- 
systems, kann nun leicht die 
entsprechende Gerade des an- 
dern Systems, die zugehörige 
Orthogonalprojection a" dieser 
Geraden, gefunden werden. 
Der Schnittpunkt a^ der Ge- 
raden a mit der als CoUinea- 
tionsaxa erscheinenden' Spur 
Ä^ der Ebene Ä entspricht 
sich in beiden Systemen selbst ; 
der Schnittpunkt der Geraden 
a mit der Fluchtlinie A2 ist 
die Centralprojection f des 
unendlich fernen ^Punktes f der 
Geraden (zugleich der Flucht- 
punkt «2 derselben); er hat 
also seinen entsprechenden 
Puükt, die zugehörige Ortho- 
gonalprojection in der unend- 
lich fernen Geraden. Die ge- 
suchte Gerade «" ist daher die 
Verbindungsgerade des sich 



die Centralprojectionen der be- 
trefiFenden Geraden und gehen 
daher alle durch die Central- 
projection a des Punktes a. 

Die beiden in der Projec- 
tionsebene vereinigten ebenen 
Systeme I und II sind mithin 
in perspectivischer Lage; die 
unendlich ferne Gerade und 
die Centralprojection a des 
Punktes a ergeben sich als 
Collineations - Axe und Cen- 
trum. 

Zu jedem Punkte des einen 
Systems, z. B. zu a^ (Fig. 64b, 
Taf. X), als der Spur einer 
Geraden a des Strahlenbündels, 
kann nun leicht der entspre- 
chende Punkt des andern Sy- 
stems, der zugehörige Flucht- 
punkt «2 dieser Geraden, ge- 
funden werden. Die Verbin- 
dungsgerade a des Punktes a^ 
mit der als CoUineationscen- 
trum erscheinenden Central- 
projection a des Punktes a 
entspricht sich in beiden Sy- 
stemen selbst. Die Verbin- 
dungsgerade des Punktes a, 
mit der Orthogonalprojection 
a" ist die Spur S^ der zur 
Proj ectionsebene senkrechten 
Ebene S der Geraden a (zu- 
gleich die Orthogonalprojection 
a" derselben) ; es muss also die 
entsprechende Gerade, die zur 
gehörige Fluchtlinie S2 durch 
den Hauptpunkt gehen- Der 
gesuchte Punkt «^ ist daher 
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selbst entsprechenden Punktes 
' cti mit der Bichtung des zu 
dem Punkte a^ gezogenen Col- 
lineationsstrahls. Die Flucht- 
linie A2 der Ebene A ist also 
jene Gerade des Systems 1, 
welche der unendlich fernen 
Geraden im Systeme 2 ent- 
spricht. Die Orthogonalpro- 
jection y" der in der Gegen- 
ebene gelegenen Geraden y des 
Raumsystems ist^ da die Gen- 
iralprojection dieser Geraden 
im unendlichen liegt, jene Ge- 
* rade im Systeme 2, welche der 
unendlich fernen Geraden im 
Systeme 1 entspricht. Diese 
Gerade y" ist jedenfalls zu der 
Spur und Fluchtlinie A^ und 
A2 der Ebene A parallel; 
ein Punkt derselben kann mit 
Hülfe der nach Obigem be- 
stimmten Central- und Ortho- 
gonalprojectionen einer belie- 
bigen Geraden a des Raum- 
systems leicht gefunden wer- 
den. Die durch den Haupt- 
punkt parallel zur Centralpro- 
jection a dieser Geraden ge- 
zogene Gerade trifft die Or- 
thogonalproj ection a" derselben 
in ein^jai Punkte g'', der die 
Orthogonalproj ection des in der 
Gegenebene liegenden Punktes 
der Geraden a ist, und durch 
welchen die erwähnte Proj ec- 
tion y" parallel zur Schnittlinie 
Ai gezogen werden kann. Der 
Hauptpunkt als die vereinigte 



der Schnittpunkt der sich selbst 
entsprechenden Geraden «j mit 
der durch den Hauptpunkt zur 
Geraden a" gezogenen Par- 
allelen. Die Orthogonalprojec- 
tion a" des Punktes a ist also 
jener Ptmkt im Systeme I, 
welcher dem Hauptpunkte C 
im Systeme H entspricht. Der 
Fluchtpunkt g^ ^©r durch den 
Hauptpunkt gehenden Geraden 
g des Strahlenbündels ist^ da 
die Spur dieser Geraden im 
Hauptpunkte liegt, jener Punkt 
im Systeme H, welcher dem 
Hauptpunkte im Systeme I ent- 
spricht. Dieser Punkt ^^ 'i^g^ 
jedenfalls in der durch die 
Central- und Orthogonalpro- 
jection a und a" des Punk- 
tes a gelegten Geraden, eine 
zweite durch ihn gehende Ge- 
rade kann mit Hülfe der nach 
Obigem bestimmten Schnitt- 
und Fluchtpunkte einer belie- 
bigen Geraden a des Strahlen- 
bündels leicht gefunden werden. 
Die zur Verbindungslinie der 
Spur «j dieser Geraden mit 
dem Hauptpunkte G\ durch 
den Fluchtpunkt «2 gezogene 
Parallele ist die Fluchtlinie 
H2 der durch diese Gerade 
und den Hauptpunkt geleg- 
ten Ebene , in welcher der er- 
wähnte Fluchtpunkt gj liegen 
muss. Die unendlich feroe Ge- 
rade als die vereinigte Spur- 
und Fluchtlinie der zur Pro« 
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Central- und Orthogonalpro- 
jection des Schnittpunktes der 
Ebene Ä mit dem Hauptstrahl 
entspricht sich in beiden Sy- 
siemen selbst. Die Gegenaxen 
der beiden perspectivisch col- 
linearen Systeme sind also die 
zur CoUineationsaxe Ä^ par- 
allelen Geraden Ä2 und /', in 
welchen die den unendlich fer- 
nen Punkten des andern Sy- 
stems entsprechenden Punkte 
beider Systeme liegen. Zwei 
einander entsprechende Punkte 
m und m" beider Systeme, die 
zusammengehörigen Projectio- 
nen eines Punktes m im ebe- 
nen Systeme, können nun Init 
Hülfe einer durch den Punkt 
m gelegten Geraden cv, und 
des Hauptpunktes C als Col- 
lineationscentrum leicht ge- 
funden werden. 



Ist die Ebene Ä parallel zur 
Projectionsebene, so fällt ihre 
Spur Ä^, die CoUineationsaxe 
der beiden Systeme 1 und 2, 
ins Unendliche; die perspecti- 
vische CoUineation der beiden 
Systeme geht also hier in den 
speciellen Fall der Äehnlich- 
keit über, mit dem Hauptpunkte 
C als Aehnlichkeitspunkt. Die 
entsprechenden Elemente bei- 
der ähnlichen Systeme können 



jectionsebene parallelen Ebene 
des Strahlenbündels entspricht 
sich in beiden Systemen selbst, 
erscheint also auch als Gegen- 
axe in beiden Systemen. Diese 
besondere Art der perspecti- 
vischen CoUineation, wobei 
die CoUineationsaxe und die 
beiden Gegenaxen in der un- 
endlich fernen Geraden verei- 
nigt erscheinen, einander ent- 
sprechende Gerade beider Sy- 
steme daher parallell sind, heisst 
Aehnlichkeit; das CoUinea- 
tionscentrum wird in diesem 
Falle der Aehnlichkeits- 
punkt beider Systeme genannt. 
Zwei einander entsprechende 
Gerade JJf, und JJfj beider 
Systeme, die zusammengehörige 
Spur und Fluchtlinie einer 
Ebene M im Strahlenbündel, 
können nun mit Hülfe einer 
in der Ebene M liegenden Ge- 
raden ay und der unendlich 
fernen Geraden als CoUinea- 
tionsaxeleicht gefundenwerden. 
Liegt der Punkt a in dem 
Hauptstrahl, so fallt seine Cen- 
tralprojection a\ das CoUi- 
neationscentrum der beiden 
Systeme I und H in den Haupt- 
punkt (7; die beiden Systeme 
sind auch in diesem Falle per- 
spectivisch ähnlich mit dem 
Hauptpunkte (7 als Aehnlich- 
keitspunkt. Die entsprechen- 
den Elemente beider ähnlichen 
Systeme können dann aus einem 
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dann aus einem beliebig an- 
genommenen Paare entspre- 
chender Punkte, der zusammen- 
gehörigen Central- und Ortho- 
gonalprojection da' eines in 
der Ebene A liegenden Punktes 
a, durch dessen willkürliche 
Annahme nach §. 34 die Ebene 
A erst bestimmt erscheint, leicht 
construirt werden. 

Geht die Ebene A durch das 
Projectionscentrum,so erscheint 
ihre vereinigte Spur und Flucht- 
linie A^ als die Centralprojec- 
tion aller in ihr liegenden 
Geraden, und ebenso liegen 
die Centralprojectionen aller 
Punkte der Ebene A in dieser 
Spur. Das von den Central- 
projectionen der Punkte und 
Geraden des Raumsystems ge- 
bildete System 1 reducirt sich 
daher in diesem Falle auf ei6e 
Gerade und alle in ihr liegen- 
den Punkte. Jeder willkürlich 
angenommenen Geraden a des 
Systems 2, als der Orthogo- 
nalprojection einer Geraden a 
des Baumsystems, entspricht 
die Spur A^ als zugehörige 
Centralprojection 5 während der 
beliebig gewählten Orthogonal- 
projection a" eines Punktes a 
dieses Raumsystems j euer Punkt 
der Geraden A^ als zugehörige 
Centralprojection d entspricht, 
welcher in dem durch a" ge- 
zogenen Collineationsstrahl 
liegt.. 



beliebig angenommenen Paare 
entsprechender Geraden, der 
zusammengehörigen Schnitt- 
und Fluchtlinie A^A^ einer 
durch den Punkt a gehenden 
Ebene J., durch deren will- 
kürliche Annahme nach §. 34 
der Punkt a erst bestimmt er- 
scheint, leicht construirt wer- 
den. 

. Liegt der Punkt a in der 
Projectionsebene, so erscheint 
seine vereinigte Central- und 
Orthogonalprojection d als der 
Schnittpunkt aller durch ihn 
gehenden Geraden, und ebenso 
gehen 'die Spuren* aller durch 
den Punkt a gelegten Ebenen 
durch diese Projection. Das 
von den Spuren der Ebenen 
und Geraden des Strahlenbün- 
dels gebildete System I redu- 
cirt sich daher in diesem Falle 
auf einen Punkt und alle durch 
ihn gehenden Geraden. Jedem 
willkürlich angenommenen 
Punkte «2 ^®s Systems U, als 
dem Fluchtpunkt einer Gera- 
den a des Strahlenbündels, ent- 
spricht die Projection d als zu- 
gehöriger Durchschnittspunkt; 
während der beliebig gewähl- 
ten Fluchtlinie A^ einer Ebene 
A dieses Strahlenbündels die 
durch diesen 'Punkt d zu A^ 
gezogene Parallele A^ als zu-* 
gehörige Spur entspricht. 
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Ist dagegen die Ebene A 
senkrecht zurProjectionsebene, 
so erscheint als die gemein- 
sameOrthogonalprojection aller 
in ihr liegenden Geraden die 
Spur J-i dieser Ebene, in wel- 
cheir Geraden -4, auch die 
Orthogonalproj ectionen aller 
Punkte der Ebene liegen müs- 
sen. In diesem Falle erscheint 
daher das System 2 auf eine 
Punktreihe reducirt, deren Trä- 
ger jeder Geraden, und deren 
Punkte jedem mit ihnen in 
demselben Collineationsstrahle 
liegenden Punkte des Systems 

1 entsprechen. 

Ist der Träger des ebenen 
Systems die Projectionsebene, 
so fallen die Central- und 
Orthogonalproj ectionen aller 
Punkte und Geraden* desselben 
zusammen. Die Systeme 1 und 

2 decken sich daher. 



Liegt dagegen der Punkt a 
in der unendlich fernen Ebene, 
so erscheint als der gemein- 
same Fluchtpunkt aller durch 
ihn gehenden Geraden die 
Centralprojection a diesesPunk- 
tes, durch welchen Punkt a 
auch die Fluchtlinien aller 
durch a gelegten Ebenen gehen 
müssen. In diesem Falle er- 
scheint daher das System 11 
auf einen Strahlenbüschel re- 
ducirt,dessen Mittelpunkt jedem 
Punkte, und dessen Strahlen 
jeder zu ihnen parallelen Ge- 
raden des Systems I entspre- 
chen. 

Ist der Mittelpunkt des 
Strahlenbündels das Projec- 
tionscentrum, so fallen die Spu- 
ren und Fluchtelemente aller 
Ebenen und Geraden desselben 
zusammen. Die Systeme I und 
II decken sich daher. 



§. 38. Der Strcihlenbüschel, welcher sowohl dem ebenen 
Systeme seines Trägers, als auch dem Strahlenbündel seines 
Mittelpunktes angehört, kann entweder durch die Central- 
und Orthogonalproj ectionen, oder durch die Spuren und 
Fluchtpunkte seiner Elemente dargestellt werden. Die erstem 
bilden zwei projectivische Strahlenbüschel in perspectivischer 
Lage, deren Mittelpunkte die entsprechenden Proj ectionen 
des Mittelpunktes des Strahlen büschels im Räume sind, und 
deren entsprechende Strahlen sich in der Spur der Ebene 
desselben schneiden. Die letzteren ergeben zwei projectivische 
Punktreihen in perspectivischer Lage, als deren Träger Spur 
und Fluchtlinie der Ebene des Strahlenbüschels erscheinen, 
und von denen je zwei entsprechende Punkte in einer durch 
die Centralprojection des Mittelpunktes des Büschels gehen- 
den Geraden liegen. 
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Aufgaben über die gegenseitige Bestimmung geometrisclier 
Elemente und Grundgebilde.- 

§. 39. Die Aufgaben des §.19 über die Darstellung sol- 
cher geometrisclier Elemente und Grundgebilde, welche durch 
zwei oder mehrere andere gegebene bestimmt erscheinen^ sollen 
nun auch in centralprojectivischer Darstellung durchgeführt 
werden. 



la. Sind (Fig. 65 a, Taf. X) 
dd\ UV die Central- und Or- 
thogonalprojectionen zweier 
gegebener Punkte a und 6, so 
geben die Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Projectio- 
nen beider Punkte die Central- 
und Orthogonalprojection d 
und a ihrer Verbindungsge- 
raden a, aus welchen sich nach 
§. 35 die Spur «^ und der 
Fluchtpunkt a^ dieser Geraden 
leicht bestimmen lassen. 

Bei speciellen Lagen der 



Ib. Sind (Fig. 65b, Taf. X) 
A^A^^B^B<i die Spuren und 
Fluchtlinien zweier gegebener 
Ebenen A und jB, so geben 
die Schnittpunkte der entspre- 
chenden Bestimmungselemente 
beider Ebenen die Spur a^ und 
den Fluchtpunkt a^ ihrer 
Schnittgeraden a, aus welchen 
sich nach §. 35 die Central- 
projection d und die Ortho- 
gonalprojection d' dieser Ge- 
raden leicht bestimmen lassen, 
gegebenen Elemente bleiben 



die Constructionen wesentlich dieselben, indem man nur auf 
die in den §§. 34 und 35 angeführten speciellen Darstellungs- 
formen der geometrischen Elemente bei besondern Lagen- 
verhältnissen gegen das Projectionssystem gehörige Rücksicht 
zu nehmen hat. In den folgenden beiden Fällen jedoch ist 
zur Lösung dieser Aufgaben eine besondere Hülfsconstruction 
noth wendig. 



Liegen die beiden Punkte 
in derselben durch den Haupt- 
strahl gehenden Ebene ^ so 
fallen die Verbindungsgeraden 
ihrer entsprechenden Projec- 
tionen in dieselbe durch den 
Hauptpunkt gehende Gerade, 
und die Verbindungsgerade 
im 



Gehen die beiden Ebenen 
durch denselben unendlich fer- 
nen Punkt derProj ectionsebene, 
so fallen die Schnittpunkte 
ilirer nun parallelen Spuren 
und Fluchtlinien in denselben, 
unendlich fernen Punkt, und 
die Schnittgerade AB (a) im' 



ah {d) im Räume schneidet Räume ist zur Projectionsebene. 
den Hauptstrahl. {parallel. 
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Eine solche Gerade ist aber 
durch ihre Projectionen nicht 
bestimmt, und kann nur durch 
ihre Spur und den Flucht- 
punkt, welche beide Punkte 
mit den Proj ectionen der Punkte 
a und h in derselben durch 
den Hauptpunkt gehenden Ge- 
raden liegen müssen, dargestellt 
werden, um Spur und Flucht- 
punkt der Geraden « zu fin- 
den, verbindet man die gege- 
benen Punkte a und h mit 
einem willkürlich gewählten 
Punkte dj und bestimmt die 
Spuren und Fluchtpunkte der 
Geraden ad{ß) und 6t?(y); in 
den Verbindungsgeraden der 
entsprechenden Spuren und 
Fluchtpunkte der Geraden ß 
und y müssen dann die Spur 
und der Fluchtpunkt der Ge- 
raden « liegen, da diese Ver- 
bindungsgeraden als Schnitt- 
und Fluchtlinie einer durch a 
gehenden Ebene A erscheinen. 

Sind also (Fig. 66 a, Taf. XI) 
aa', VV die Central- und Or- 
thogonafproj ectionen zweier 
solcher Punkte, und tfd" die 
Projectionen irgend eines drit- 
ten Punktes, so geben die Ver- 
bindungsgeraden dSy Vd die 
Centralproj ectionen /jy, und 
die Geraden a'd", 6"d" die 
Orthogonalproj ectionen ß'y" 
der beiden Geraden ß und ;;. 
Bestimmt man nun aus ß'ß'\ 
yy" die Spuren ß^y^ und die 



Eine solche Gerade ist aber 
durch Spur und Fluchtpunkt 
nicht bestimmt, und kann nur 
durch ihre Projectionen, welche 
zu den Spuren und Fluchtlinien 
der Ebenen A und B parallel 
sein müssen, dargestellt wer- 
den, um Central- und Ortho- 
gonalproj ection der Geraden a 
zu finden, schneidet man die 
gegebenen Ebenen A und B 
durch eine willkürlich gewählte 
Ebene D, und bestimmt die 
Central- und Orthogonalpro- 
jectionen der Geraden j1 2) (/3) 
undjB2>(y); durch die Schnitt- 
punkte der entsprechenden 
Projectionen der Geraden ß 
und y müssen dann die Central- 
und Orthogonalproj ection der 
Geraden a gehen, da diese 
Schnittpunkte als die Projec- 
tionen eines in der Geraden a 
liegenden Punktesa erscheinen. 



Sind also (Fig. 66 b, Taf. XI) 
A^A^jB^B^ die Spuren und 
Fluchtlinien zweier solcher 
Ebenen, und B^B^ die Spur 
und Fluchtlinie irgend einer 
dritten Ebene, so geben die 
Schnittpunkte A^ 2), , B^ B^ 
die Spuren ß^ yj, und die Punkte 
A^B^, B^B^ die Fluchtpunkte 
/S^yj *^^^ beiden Geraden ß und 
y. Bestimmt man nun aus 
/5, /Sj, y^ ^2 dl® Centralproj ectio- 
nen ß'y und dieOrthogonalpro^ 
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Fluchtpankte ^2^2 ^^^^ Ge- 
raden^ so gij)t die Verbindongs- 
gerade ß^y^ die Spur A^ und 
^2 2^2 ^^ Fluchtlinie A2 einer 
durch a gehenden Ebene A. 
In den Schnittpunkten Ton A^ 
und A2 mit der durch den 
Hauptpunkt gehenden Verbin- 
dungsgeraden der Projectionen 
aa'j Vb", in welcher Central- 
und Orthogonalprojection der 
Geraden a vereinigt sind^ er- 
geben sich die gesuchte Spur 
a^ und der Fluchtpunkt «2 der 
Geraden a. 

Dieselbe Hülfsconstruction 
kann auch angeweudet werden^ 
wenn wegen der geringen Nei- 
gung der beiden durch den 
Hauptpunkt gehenden Geraden 
aa'j Vh" die Spur und der 
Fluchtpunkt a^ und ^2 ^^^ 
Verbiudungsgeraden a sich auf 
die gewöhnliche Weise nicht 
genau bestimmen lassen. 

Noch einfacher- gestaltet sich 
die Losung dieser Aufgabe 
durch Umlegung der durch die 
Gerade ah und das Projections- 
centrum gelegten Ebene, deren 
Spur Jf, (Fig. 67a, Taf.XI) die 
durch den Hauptpunkt gehende 
Verbindungsgerade der Punkte 
a'a\ W ist. Bei dieser üm- 
legung kommt das Projections- 
centrum nach (CT), wo die durch 
C zur Spur M^ senkrecht ge- 
zogene Gerade den Distanz- 



jectionen /5"y" dieser Geraden, 
so gibt der Schnittpunkt (fy die 
Centralprojection a\ und der 
Punkt ß"y' die Orthc^nalpro- 
jection a" eines in a li^enden 
Punktes a. In den Verbiu- 
dungsgeraden von a und a" 
mit dem unendlich fernen 
Punkte der Spuren und Flucht- 
linien A^ A2, B^S^ in welchem 
der Schnitt- und Fluchtpunkt 
der Geraden a vereinigt sind, 
ergeben sich die gesuchte Cen- 
tralprojection a und Orthogo- 
nalprojection a"der Geraden a. 

Dieselbe Hülfsconstruction 
kann auch angewendet werden, 
wenn wegen der geringen Nei- 
gung der Spuren und Flucht- 
linien A^A^ und B^B^ die 
Schnittpunkte derselben zu 
weit fallen würden und daher 
die Projectionen der Schnitt- 
geraden a sich nicht auf die 
gewohnliche Weise bestimmen 
lassen. 

Noch einfacher gestaltet sich 
die Lösung dieser Aufgabe 
durch Umlegung der durch das 
Projectionscentrum zu den Ebe- 
nen A und B senkrecht ge- 
legten Ebene, deren Spur M^ 
(Fig. 67b, Taf. XI) die vom 
Hauptpunkte Cauf ^j A^^ B^B^ 
gefällte Senkrechte ist. Bei 
dieser ümlegung kommt das 
Projectionscentrum nach (C), 
wo die durch C zur Spur Jf , ' 
senkrecht gezogene Gerade den 
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kreis trifft. Die Senkrechten 
von a" und 6" auf diese Spur 
erscheinen als die umgelegten 
Normalen^ und die Verbindungs- 
linien der Gentralprojectionen 
a und V mit dem umgelegten 
Centrum (C) als die umgeleg- 
ten Projectionsstrahlen der 
Punkte a und 6 ; daher in den 
Schnittpunkten dieser Geraden 
die ümlegungen (a) und (6) 
der gegebenen Punkte sich er- 
geben. Die Verbindungsgerade 
(a)(6) ist dann die ümlegung 
(«) der Verbindungsgeraden a, 
während die durch {ß) zu (a) 
gezogene Parallele als die Um- 
legung des Fluchtstrahls der 
Geraden a erscheint. Die 
Schnittpunkte «jäj dieser Ge- 
raden mit der Spur M^ der um- 
gelegten Ebene geben die ge- 
suchte Spur und den Flucht- 
punkt der Geraden «. . 



2 a. Schneiden sich zwei Ge- 
rade a und /3 in einem Punkte 
a, so müssen die Projectionen 
a\ a" desselben in den Schnitt- 
punkten der betreffenden Pro- 
jectionen a'/J' und a ^' der ge- 
gebeneu Geraden liegen; dieVer- 



Distanzkreis trifft. Die Schnitt- 
punkte /3, /Sj, y, ^2 <iör Spur 
dieser Ebene mit den Spuren 
und Fluchtlinien der gegebe- 
nen Ebenen sind die Spuren 
und Fluchtpunkte der Schnitt- 
geraden '/3 und y dieser Hülfs- 
ebene mit den Ebenen A und 
B. Die Verbindungsgeraden 
der Punkte ^^ und y^ mit^dem 
umgelegten Centrum (C) geben 
die umgelegten Fluchtstrahlen; 
und die durch /J^ und y^ ge- 
zogenen Parallelen die üm- 
legungen (/3) und (y) dieser 
Geraden selbst. In dem Schnitt- 
punkte {ß) dieser Geraden er- 
gibt sich daher die Umlegung 
desSchnittpunktes d derSchnitt- 
geraden /J und y; die durch 
(d) zur Spur M^ gefällte Senk- 
rechte bestimmt die Orthogo- 
gonalprojection d", und die 
Verbindungsgerade {C)(d) die 
Gentralprojection d' dieses 
Schnittpunktes. Die gesuchten 
Projectionen a und a" * der 
Geraden a gehen dann durch 
die entsprechenden Projectio- 
nen des Punktes d und sind 
zu den Spuren und Fluchtlinien 
der gegebenen Ebenen parallel. 
2b. Liegen zwei Gerade a 
und ß in einer Ebene A, so 
müssen die Spur und Flucht- 
linie A^A2 derselben in den 
Verbindungsgeraden der Spu- 
ren und Fluchtpunkte a, ß^ und 
«2/82 ^^^ gegebenen Geraden 
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bindungsgerade dieser Schnitt- 
punkte muss daher durch den 
Hauptpunkt gehen. Sind also 
«' a", /3'/3"(Fig. 68 a, Taf. XI) 
die Projectionen zweier solcher 
Geraden, deren Schnittpunkte 
d a' als die Projectionen des 
Schnittpunktes a der Baum- 
geraden erscheinen, so hat man 
nur Spuren und Fluchtpunkte 
ayß^ und «2/^2 dieser Geraden 
zu bestimmen, um in den Ver- 
bind uugsgeradeu A^ und -4^2 
dieser Punkte die Spur und 
Fluchtlinie der Verbindungs- 
ebene A der gegebenen Gera- 
den zu erhalten. Jede Gerade 
y, welche irgend zwei in den 
Geraden a und ß liegende 
Punkte B und c, deren Projec- 
tionen V 6", c c in den ent- 
sprechenden Projectionen der 
gegebenen Geraden liegen, ver- 
bindet, liegt auch in der Ver- 
bindungsebene J.' dieser Gera- 
den. Ihre Spur y^ und ihr Flucht- 
punkt ^2 müssen daher in A^ , 
beziehungsweise A^ liegen. 

Liegt der Schnittpunkt der 
beiden Geraden imünendlichen, 
d. h. sind sie parallel, so fal- 
len die Fluchtpunkte derselben 
zusammen. In diesem Falle ist 
nur die Spur der durchgeleg- 
ten Ebene durch zwei Punkte 
bestimmt ; doch kann die zuge- 
hörige Fluchtlinie durch den zu- 
sammenfallenden Fluchtpunkt 
der beiden Geraden, parallel 



liegen; diese Verbindungsge- 
raden müssen daher parallel 
sein. Sind also a^a^, ^\^i 
(Fig. 68 b, Taf. XI) Spuren und 
Fluchtpunkte zweier solcher Ge- 
raden, deren Verbindungslinien 
A^A^ als Spur und Fluchtlinie 
der Verbindungsebene A der 
Raumgeradenerscheinen, so hat 
man nur die Projectionen a'/3' 
und a"/3" dieser Geraden zu 
bestimmen, um in den Schnitt- 
punkten a' und a" dieser Ge- 
raden die Projectionen des 
Schnittpunktes a der gegebe- 
nen Geraden zvi erhalten. Jede 
Gerade y, in welcher sich irgend 
zwei durch die Geraden « und 
ß gehende Ebenen B und C7, 
deren Spuren und Fluchtlinien 
B^B<i^ G^C^ durch die Spuren 
und Fluchtpunkte der gegebe- 
nen Geraden gehen, schneiden, 
geht auch durch den Schnitt- 
punkt a dieser Geraden. Ihre 
Projectionen y und y" müssen 
daher durch a', beziehungsweise 
a gehen. 

Steht die Ebene der beiden 
Geraden auf der Projections- 
ebene senkrecht, so fallen die 
Orthogonalprojectioneu dersel- 
ben zusammen. In diesem Falle 
ist nur die Centralprojection 
ihres Durchschnittspunktes 
durch zwei Gerade bestimmt, 
doch kann die zugehörige Or- 
thogonalprojection in der zu- 
sammenfallenden Orthogonal- 
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zu der bereits bestimmten Spur 
leicht gezogeil werden. Eben- 
so fallen die Spuren der bei- 
den Geraden zusammen, wenn 
ihr Durehschnittspunkt in der 
Projectionsebene liegt. 



3 a. Soll die Spur und Flucht- 
linie ^,^2 (Fig. 69a, Taf.Xl) 
der Verbindungsebene A einer 
durch Spur und Fluchtpunkt 
«1 «2 gegebenen Geraden a mit 
einem durch seine Projectionen 
aa" gegebenen Punkte a ge- 
funden werden, so nimmt man 
in a einen Punkt h an und 
bestimmt Spur und Fluchtpunkt 
/Sj ß^ der Verbindungsgeraden 
ß der Punkte a und 6. Die zu 
einander parallelen Verbin- 
dungsgeraden a^ß^j a^ßi der 
Spuren und Fluchtpunkte der 
sich-, schneidenden Geraden a 
und ß geben die Spur undFlucht- 
linie der gesuchten Ebene Ä. 
Um die bei dieser Construction 
nothige Aufsuchung der Pro- 
jectionen a und a" der gege- 
benen Geraden zu vermeiden, 
ist es am vortheilhaftesten, statt 
des willkürlich gewählten Punk- 
tes h den Durchstosspunkt d 
oder den unendlich femenPunkt 
f der Geraden a anzunehmen; 
die Projectionen des ersteren 
Punktes fallen im Punkte a^ 
zusammen, während die Cen- 
tralprojection f des Punktes f 



projection der beiden Geraden 
aus der bereits bestimmten Cen- 
tralprojection leicht gefunden 
werden. Ebenso fallen die Cen- 
tralprojectionen der beiden Ge- 
raden zusammen, wenn ihre 
Ebene durch das Projections- 
centrum geht. 

3 b. Sollen die Projectionen 
a a (Fig. 69b, Taf. XI) des 
Schnittpunktes a einer durch 
ihre Projectionen a a' gege- 
benen Geraden a mit einer 
durch Spur und Fluchtlinie 
-4, A^ gegebenen Ebene A ge- 
funden werden, so legt man 
durch a eine Ebene B und be- 
stimmt die Projectionen ß' ß" 
der Schnittgeraden /3 derEbenen 
A und B. Die Schnittpunkte 
der entsprechenden Projectio- 
nen aß' und a"ß" der in der- 
selben Ebene liegenden Gera- 
den a und ß geben die gleich- 
namigenProjectionen des Punk- 
tes a. Um die bei dieser Con- 
struction nöthige Aufsuchung 
von Spur und Fluchtpunkt «j a 
der gegebenen Geraden zu ver- 
meiden, ist es am vortheilhaf- 
testen, statt der willkürlich ge- 
wählten Ebene jB, die durch 
dasProjectionscentrum gehende 
Ebene P, oder die zur Projec- 
tionsebene senkrechte Ebene S 
des Ebenenbüschels a anzuneh- 
men. Spur und Fluchtlinie der 
erstem Ebene fallen in der Ge- 
raden a zusammen, während 
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mit «2 zusammentut, seine 
Orthogonalprojection aber als 
die Richtung der Verbindungs- 
geraden des Hauptpunktes mit 
«2 erscheint. Tm ersteren Falle 
hat die Hülfsgerade mit der ge- 
gebenen Geraden gleiche Spur, 
im letztem gemeinsamenFlucht- 
punkt. 

Bei speciellen Lagen der ge- 
gebenen Elemente bleibt die 
Construction im Wesentlichen 
dieselbe; nur wenn der gege- 
bene Punkt in der Projections- 
ebene oder in der unendlich fer- 
nen Ebene liegt, können Spur 
und Fluchtlinie jeder durch 
ihn und irgend eine durch Spur 
und Fluchtpunkt gegebene Ge- 
rade a gelegten Ebene un- 
mittelbar bestimmt werden. 
Im erstem Falle geht die 
Spur A^ jeder durch den in 
der Projectionsebene liegenden 
Punkt d gelegten Ebene durch 
die vereinigte Central- und 
Orthogonalprojection d' d" des- 
selben; während im letztern 
Falle die Fluchtlinie jBj jeder 
Ebene, welche durch den un- 
endlich fernen Punkt f gelegt 
ist, durch die Centralprojection 
f dieses Punktes, dessen Ortho- 
gonalprojection f in der unend- 
lich fernen Geraden der Projec- 
tionsebene liegt, gehen muss. 

Ist der Punkt a nicht durch 
seine Pröjectionen, sondern 



die Spur S^ der Ebene S mit 
a zusammenfällt, die Flucht- 
linie Sj ^^^ durch den Haupt- 
punkt gehen muss. Im erstem 
Falle hat die Hülfsgerade mit 
der gegebenen Geraden gleiche 
Central-, im letztern gemein- 
same Orthogonalprojection. 

Bei speciellen Lagen der ge- 
gebenen Elemente bleibt die 
Construction im Wesentlichen 
dieselbe; nur wenn die gege- 
bene Ebene durch das Projec- 
tionscentrum geht, oder zur 
Projectionsebene senkrecht ist, 
können Central- und Ortho- 
gonalprojection des Durch- 
schnittspunktes derselben mit 
irgend einer durch Central- und 
Orthogonalproj ection gegebe- 
nen Geraden a unmittelbar be- 
stimmt werden. Im erstem 
Falle liegt die Centralprojec- 
tion a jedes in der durch das 
Projectionscentrum gehenden 
Ebene P liegenden Punktes in 
der vereinigten Spur undFlucht- 
linie P^ Pj derselben ; während' 
im letzteren Falle die Ortho- 
gonalprojection 6" jedes Punk- 
tes, welcher in der zur Projec- 
tionsebene senkrechten Ebene 
S liegt, in der Spur S, dieser 
Ebene, deren Fluchtlinie S.^ 
durch den Hauptpunkt geht, 
liegen xnuss. 

Ist die Ebene A nicht durch 
Spur und Fluchtlinie, sondern 
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durch die Spuren /S^y, und 
Fluchtpunkte ß2'y2 zweier in 
derselben Ebene E liegender, 
daher einen Punkt bestimmen- 
der Geraden ß und y gegeben ; 
so kann man die Spur und 
Fluchtlinie der Verbindungs- 
ebene A einer gegebenen drit- 
ten Geraden cc mit dem Schnitt- 
punkte der Geraden ß und y 
erhalten, ohne die Projectionen 
dieses Punktes aufsuchen zu 
müssen. 

Zu diesem Zwecke bestimmt 
man nach dem Frühern die 
Verbindungsebenen B und C 
der Geraden ß und y mit dem 
in der Projectionsebene liegen- 
den Punkte d der Geraden a, 
dessen beide Projectionen mit 
der Spur a^ zusammenfallen. 
Die Schnittgerade d der Ebe- 
nen B und C geht durch den 
Schnittpunkt der Geraden ß 
und y und schneidet die Ge- 
rade a in dem in der Projec- 
tionsebene liegenden Punkt d, 
hat also mit a eine gemeinsame 
Spur. Die Verbindungsebene 
der sich schneidenden Geraden 
« und d geht daher sowohl durch 
den Schnittpunkt der Geraden 
ß und y, als auch durch die 
gegebene Gerade a, ist also die 
gesuchte Verbindungsebene Ä, 
(Fig. 70a, Taf. XI.) 

Statt der Verbindungsebenen 
der Geraden ß und y mit dem 

Kiek] er, darstell. Geometrie. 



durch die Projectionen ß'y, 
ß" y" zweier sich in einem 
Punkte ^ schneidender, daher 
eine Ebene bestimmender Ge- 
raden ß und y gegeben, so 
kann man die Projectionen des 
Schnittpunktes a einer gege- 
benen dritten Geraden a mit 
der Verbindungsebene der Ge- 
raden ß und y erhalten, ohne 
die Spur und Fluchtlinie die- 
ser Ebene aufsuchen zu müssen. 

Zu diesem Zwecke bestimmt 
man nach dem Frühern die 
Schnittpunkte 6 und c der Ge- 
raden ß und y mit der durch 
das Projectionscentr um gehen- 
den Ebene P der Geraden a, 
deren Spur und Fluchtlinie mit 
der Centralprojection a zusam- 
menfallen. Die Verbindungs- 
gerade 8 der Punkte 6 und c 
liegt in der Verbindungsebene 
der Geraden ß und y, und zu- 
gleich in der centralprojiciren- 
den Ebene P der Geraden a, 
mit welcher sie daher gemein- 
same Centralprojection d hat. 
Der Schnittpunkt der in der- 
selben Ebene liegenden Gera- 
den a und d liegt daher sowohl 
in der Verbindungsebene der 
Geraden ß und y, als auch in 
der gegebenen Geraden «, ist 
also der gesuchte Schnittpunkt 
a. (Fig. 70b, Taf. XI.) 

Statt der Schnittpunkte der 
Geraden ß und y mit der durch 
9 
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in der Projectionsebene liegen- 
den Punkte d hätten wir eben 
so leicht die Verbindungsebe- 
nen dieser Geraden mit dem 
unendlich fernen Punkte f der 
Geraden a benutzen können. 
Die Schnittlinie dieser Ebenen 
hat mit der Geraden a densel- 
ben Fluchtpunkt, ist daher zu 
cc parallel und bestimmt mit 
ihr die gesuchte Verbindungs- 
ebene Ä. 

Die Aufgabe, die Verbin- 
dungslinie zweier, durch je ein 
Paar in einer Ebene liegender 
Geraden a, ß und y, d, gege- 
belier Punkte zu finden, kann 
durch zweimalige Durchfüh- 
rung der obigen Construction 
gelöst werden. Man bestimmt 
wie oben die Verbindungsebe- 
nen der Geraden des einen 
Paares mit dem durch das an- 
dere gegebenen Punkte; die 
Schnittlinie dieser beiden Ver- 
bindungsebenen ist die gesuchte 
Gerade. 

4 a. In der Verbindungsebene 
Ä dreier durch ihre Projectio- 
nen m'm", nn\pp" (Fig. 71a, 
Taf. XI) gegebener Punkte lie- 
gen auch die Verbindungsge- 
raden mn{a), mp (ß) undnp (y) 
je zweier dieser Punkte. Diese 
Verbindungslinien sind also 
ebenfalls durch ihre Projectio- 
nen, — die Verbindungslinien 
der entsprechenden Projectio- 
nen der gegebenen Punkte, — 



das Projectionscentrum gehen- 
den Ebene P hätten wir eben 
so leicht die Schnittpunkte die- 
ser Geraden mit der zur Projec- 
tionsebene senkrechten Ebene 
S der Geraden a benutzen kön- 
nen. Die Verbindungslinie die- 
ser Punkte hat mit der Gera- 
den a dieselbe Orthogonalpro- 
jection und bestimmt mit ihr 
den gesuchten Schnittpunkt a. 

Die Aufgabe, die Schnitt- 
linie zweier, durch je ein Paar 
sich schneidender Geraden a, ß 
und y, d, gegebener Ebenen zu 
finden, kann durch zweimalige 
Durchführung der obigen Con- 
struction gelöst werden. Man 
bestimmt wie oben die Durch- 
schnittspunkte der Geraden des 
einen Paares mit der durch das 
andere gegebenen Ebene; die 
Verbindungslinie dieser beiden 
Schnittpunkte ist die gesuchte 
Gerade. 

4 b. Durch den Schnittpunkt a 
dreier durch Spuren und Flucht- 
linien M^M^, N^N^, P^P,^ 
(Fig. 71b, Taf. XI) gegebener 
Ebenen gehen auch die Schnitt- 
linien MN{cc), MP{ß) und 
-N'P(y) je zweier dieser Ebenen. 
.Diese Schnittlinien sind also 
ebenfalls durch Spuren und 
Fluchtpunkte, — die Schnitt- 
punkte der Spuren und Flucht- 
linien dergegebenen Ebenen, — 
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dargestellt. Indem Schnittpunk- 
ten der zusammengehörigen 
Central- und Orthogonalprojee- 
tionen dieser Geraden ergeben 
sich die Spuren a^, ß^ und yj 
derselben, welche in einer Ge- 
raden^ in der Spur J., der ge- 
suchten Verbindungsebene der 
gegebenen Punkte liegen müs- 
Ebenso erhält man in 



sen. 



den Schnittpunkten der Cen- 
tralprojectionen dieser Geraden 
mit den durch den Hauptpunkt 
zu den Orthogonalprojectionen 
gezogenenParallelen dieFlucht- 
punkte «2, ßz und yj^ welche 
in der zur Spur parallelen Flucht- 
linie A2 der gesuchten Ebene 
liegen müssen. 



dargestellt. In den Verbin- 
dungslinien der zusammengehö- 
rigen Spuren und Fluchtpunkte 
dieser Geraden ergeben sich die 
Centralprojectionen «', ß' und 
y derselben, welche sich in 
einem Punkte, in der Central- 
projection a' des gesuchten 
Schnittpunktes der gegebenen 
Ebenen schneiden müssen. 
Ebenso erhält man in den, 
durch die Spuren dieser Ge- 
raden zu den Verbindungslinien 
der Fluchtpunkte mit dem 
Hauptpunkte gezogenen Par- 
allelen die Orthogonalprojec- 
tionen «", /3" und y", welche 
sich in der Orthogonalprojec- 
tion a" des gesuchten Punktes 



schneiden müssen. 

Die Lösungen der Aufgaben über die gegenseitige Be- 
stimmung der Grundgebilde erster Stufe sind nur Wieder- 
holungen der vorhergegangenen; sie können daher hier um 
so eher übergangen werden, da sie schon in der Orthogonal- 
projection kurz behandelt wurden. 

§. 40. Ist eine Ebene A durch ihre Spur A^ und ihre 
Fluchtlinie A2 , als der Träger eines ebenen Systems, und ein 
ausserhalb derselben gelegener Punkt a, als der Mittelpunkt 
eines Strahlenbündels, gegeben, so ist jedes dieser Gebilde 
durch das andere bestimmt ^ wenn das ebene System den 
Schnitt des Strahlenbündels durch die Ebene Aj oder der 
Bündel den Schein des ebenen Systems vom Punkte a er- 
geben soll. 



Sind die Projectionen eines 
Punktes m im ebenen Systeme 
gegeben, so erhält man die 
Projectionen des zugehörigen 
Strahls imStrahlenbündel,wenn 
man die Projectionen des ge- 



Sind Spur und Fluchtlinie 
einer Ebene M des Strahlen- 
bündels gegeben, so erhält 
man in den Schnittpunkten der- 
selben, mit der Spur und Flucht- 
linie des Trägers A des ebe- 
9* 
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gebenen Punktes m mit den 
Projectionen des Mittelpunktes 
a des Bündels verbindet; aus 
diesen Projectionen können 
dann Spur und Fluchtpunkt die- 
ses Strahls auf bekannte Weise 
gefunden werden. Bestimmt 
man aber die zu zwei gegebe- 
nen Punkten des ebenen Sy- 
stems zugehörigen Strahlen 
durch Spuren undFluchtpunkte, 
so geben die Verbindungsge- 
raden derselben die Spur und 
Fluchtlinie jener Ebene des 
Strahlenbündels, welche derVer- 
bindungsgeraden der gegebe- 
nen Punkte im ebenen Sy- 
steme entspricht. 



nen Systems, die Spur und den 
Fluchtpunkt der der Ebene M 
zugehörigen Geraden des ebe- 
nen Systems, aus welchen die 
Projectionen dieser Geraden auf 
bekannte Weise gefunden wer- 
den können. Bestimmt man 
aber auf diese Art die Projec- 
tionen zweier Geraden des ebe- 
nen Systems, welche irgend zwei 
Ebenen des Strahlenbündels 
entsprechen, so erhält man, in 
den Schnittpunkten dieser Prx)- 
jectionen, die Projectionen jenes 
Punktes im ebenen Systeme, 
welcher der Schnittlinie der 
betrefifenden Ebenen im Strah- 
lenbündel entspricht. 



Der Strahlenbündel wird aber, wie bekannt, durch die 
zwei perspectivisch collinearen Systeme I und II in der Pro- 
jectionsebene dargestellt, von denen das erstere durch die 
Spuren, das letztere durch die Fluchtelemente der Geraden 
und Ebenen des Bündels gebildet wird. Ebenso dienen die 
Systeme 1 und 2, welche durch die Central- und Orthogonal- 
projectionen der Punkte und Geraden des ebenen Systems 
gebildet werden, zur Darstellung desselben. Da aber Strah- 
lenbündel und ebenes System durch Schnitt- und Scheinbil- 
dung so auf einander bezogen erscheinen, dass jedem Strahl 
und jeder Ebene des erstem ein Punkt, bez. eine Gerade im 
zweiten entspricht, so muss auch jedem Punkte in den Sy- 
stemen I und II, als der Spur oder dem Fluchtpunkte eines 
Strahls ft im Strahlenbündel, je ein bestimmter Punkt in den 
Systemen 1 und 2, die Central- und Orthogonalprojection 
des zugehörigen Punktes m im ebenen Systeme entsprechen. 
Ebenso entspricht auch jeder Geraden in den Systemen I 
oder II, d. i. der Spur oder Fluchtlinie einer Ebene N des 
Bündels, je eine Gerade in den Systemen 1 und 2, nämlich 
die Projectionen der Schnittgeraden v der Ebene N des Strah- 
lenbündels mit dem Träger Ä des ebenen Systems. 
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Die 4 in der Projectionsebene vereinigten ebenen Systeme 
I, II und 1, 2, von denen die erstem den Strahlenbündel; die 
letztern das ebene System darstellen, sind daher unter sich 
collinear, und durch die Untersuchung der Lagenbeziehungen 
dieser 4 Systeme ergibt sich eine rasche und bequeme Me- 
thode zur Aufsuchung der Projectionen der Punkte oder Ge- 
raden des ebenen Systems, welche gegebenen Strahlen oder 
Ebenen im Strahlenbündel entsprechen, und umgekehrt. 

Die Gerade -4,, als Spur des Trägers A des ebenen Systems, 
ist zugleich ihre eigene Centralprojection, und die Spur der 
durch sie gehenden Ebene des Strahlenbündels; ebenso ist 
die Centralprojection a' des Mittelpunktes a des Strahlen- 
bündels die Spur des durch das Projectionscentrum gehenden 
Strahls dieses Bündels und zugleich die Centralprojection des 
diesem Strahle entsprechenden Punktes d im ebenen Systeme. 
Die Systeme 1 und I liegen daher perspectivisch, und zwar 
mit der Spur Ä^ als Collineationsaxe und der Centralprojec- 
tion a' als Collineationscentrum. 

Die, Systeme 2 und I liegen gleichfalls perspectivisch und 
haben in J,, welche Gerade auch ihre eigene Orthogonal- 
projection ist, die zugehörige Collineationsaxe. Die Ortho- 
gonalprojectiou a" des Mittelpunktes des Strahlenbündels ist 
. die Spur des zur Projectionsebene senkrechten Strahles des 
Bündels und zugleich die Orthogonalprojection des diesem 
Strahle entsprechenden Punktes s im ebenen Systeme; sie gibt 
daher das Collineationscentrum der beiden Systeme 2 und I. 

Auf gleiche Weise ergeben sich die Systeme 1 und II als 
perspectivisch gelegen. In diesen Systemen erscheint nämlich 
a, welcher Punkt auch der Fluchtpunkt des durch das Pro- 
jectionscentrum gehenden Strahls des Bündels ist, als Colli- 
neationscentrum, während sich A2, als die Centralprojection 
der unendlich fernen Geraden des ebenen Systems und als 
Fluchtlinie der durch diese Gerade gehenden, mithin zu A 
parallelen Ebene P des Strahlenbündels, als Collineationsaxe 
beider Systeme ergibt. 

Die Systeme 2 und II liegen nicht perspectivisch. 

Berücksichtigt man noch die im Frühern (§. 37) ent- 
wickelte . perspectivische Lage der Systeme 1 und 2 und I 
und II; so ergibt sich folgendes Schema: 
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Systeme: 


i,n. 


1,1. 


1,2. 


11,1. 


2,11. 


1,2. 


Collineationsaxe: 


oo, 


A, 


A. 


A 


— ^ 


^1, 


Collineationscentrum : 


a. 


1 

a, 


a, 


a. 


— 


(7. 



Die Aufgabe, zu irgend einem gegebenen Elemente (Punkt 
oder Gerade) in einem der vier Systeme das zugehörige Element 
in den 3 übrigen zu finden, kann nun leicht gelöst werden. 
Sind (Fig. 72, Taf. XII) Ay^ und A^ Spur und Fluchtlinie des 
Trägers des ebenen Systems, und a', a'.' die Projectionen des 
Mittelpunktes des Strahlenbändels, so bestimmt man zunächst 
die Orthogonalprojection d>" und die Centralprojection s' jener 
Punkte in dem ebenen Systeme, die dem durch das Projec- 
tionsceutram gelegten und dem zur Projectionsebene senk- 
rechten Strahle entsprechen, und deren andere Projectionen 
mit a', bez. a zusammenfallen, d. h. man betrachtet d und 
a" als Projectionen von Punkten der Ebene und sucht die 
zweiten zugehörigen Projectionen, was nach §. 37 mit Hülfe 
der durch diese Punkte gelegten Geraden da und ^ ^' leicht 
geschehen kann. Eben so leicht findet man mit Hülfe der in 
ihnen angenommenen Geraden y^yi ^iid 8^8^ die Spur Pj 
und die Fluchtlinie T)<^ jener Ebenen P und D des Strahlen- 
bündels, welche der unendlich fernen Geraden , bez. der Spur 
A^ der Ebene entsprechen, imd von denen die Fluchtlinie 
der erstem mit A.^ und die Spur der letztern mit A^ zusam- 
menfallen. Man hat dann folgende einander entsprechende 
Punkte und Gerade in den 4 Systemen festgestellt: 



I, 


n, 


1, 


2. 


a, 


a, 


a, 


d". 


«", 


c, 


s, 


a". 


A, 


D„ 


A, 


Ä,. 


Pu 


A^y 


A„ 


oo. 



Ist nun ein Punkt eines der vier Systeme, z. B. m', die 
Centralprojection eines Punktes m des ebenen Systems ge- 
geben, so können mit Hülfe der bereits festgestellten ent- 
sprechenden Punkte leicht die zugehörigen Punkte der andern 
Systeme gefunden werden. Der Punkt m", die Orthogonal- 
projection des Punktes m, liegt mit m im CoUineationsstrahl 
m'Cy und den Verbindungsgeraden m'a und ^'s' entsprechen 
die Geraden m'd* und m" d\ welche einander entsprechende 
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Grerade sich in der Collineationsaxe Ä^ der Systeme 1 und 
2 schneiden müssen. 

Die Spur ^^ des zugehörigen Strahls fi im ^trahlenbün- 
del ergibt sich im Durchschnitt der CoUineationsstrahlen a'm' 
der Systeme II und a"m" der Systeme 21. Der Flucht- 
punkt ^2 ^^^ Strahls /i liegt im Collineationsstrahl am' der 
Systeme 1 und 11 und ergibt sich aus den entsprechenden 
Geraden tns' \xnd 1I2C dieser beiden Systeme, die sich in 
der Collineationsaxe Ä2 derselben schneiden müssen. Als 
Probe zeigt sich der Parallelismus der einander entsprechen- 
den Geraden 112C und (i^a" der Systeme 1 und 2. Auf ganz 
gleiche Weise erhält man diese 4 einander entsprechenden 
Punkte m', m", fij, 1I2, wenn man von irgend einem andern 
derselben ausgeht. 

Ist eine Gerade irgend eines der 4 Systeme, z. B. die 
Spur N^ einer Ebene N des Strahlenbündels, gegeben, so 
findet man zunächst JTj, die Fluchtlinie dieser Ebene, durch 
Bestimmung der einander entsprechenden Schnittpunkte 
N^ P^ —N2A2 und -^1 JLj — J/2-D2; welche Paare von Punkten 
in den durch a' gehenden GoUineationsstrahlen der Systeme 
I und II liegen müssen. Die Centralprojection v der zuge- 
hörigen Geraden v des ebenen Systems muss N^ in der Col- 
lineationsaxe A^ der Systeme 1 und I, und N2 in der Colli- 
neationsaxe A2 der Systeme 1 und II schneiden, ist daher die 
Verbindungsgerade der Schnittpunkte ^1^1 und J/2^2' ^i® 
Orthogoualprojection v' schneidet die Collineationsaxe A^ der 
Systeme I und 2 in demselben Punkte mit N^ und ergibt 
sich aus den entsprechenden Punkten N^P^ und v'cx) dieser 
beiden Systeme, die in einem durch a' gehenden Collinea- 
tionsstrahl liegen müssen. Als Probe erweist sich, dass der 
unendlich ferne Punkt der Geraden v' mit seinem entspre- 
chenden im Systeme 1, nämlich dem Schnittpunkte v A2y in 
demselben durch C gehenden Collineationsstrahl liegen muss. 

Unter allen Strahlen des Bündels ist das zur Ebene A 
gefällte Perpendikel ä durch diese Ebene selbst bestimmt. 
Der Fluchtpunkt äj desselben ist der Durchschnittspunkt der 
durch das Projectionscentrum zu diesem Perpendikel gezoge- 
nen Parallelen, die also ebenfalls zur Ebene A und ebenso 
zu der mit A parallel durch das Centrum gelegten Flucht- 
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ebene, deren Schnitt mit der Projectionsebene die Flucht- 
linie A2 ist, senkrecht sein muss. um diesen Punkt äj 
zu bestimmen, denkt man sich durch das Projectionscentrum 
eine zu A2 senkrechte Ebene gelegt, deren Spur die vom 
Hauptpunkt C zu A2 gezogene Senkrechte ist. Legt man 
diese Ebene in die Projectionsebene um, so kommt das Pro- 
jectionscentrum nach (C), wo die Senkrechte zur Spur durch 
(7' den Distanzkreis triflFt. Die Verbindungslinie des umge- 
legten Centrums ((7) mit dem Punkte yj ? ^° welchem die Spur 
der Hülfsebene die Fluchtlinie A^ trifipt, gibt die umgelegte 
Schnittlinie dieser Hülfsebene mit der zu A parallelen Flucht- 
ebene; und die durch (C) auf diese Gerade gezogene Senk- 
rechte ist das durch das Projectionscentrum gehende, umgelegte 
Perpendikel. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Spur der 
Hülfsebene ist der bei der Umlegung unverändert gebliebene 
Schnittpunkt mit der Projectionsebene, mithin der gesuchte 
Fluchtpunkt jTj aller Perpendikel zur Ebene A. Aus tc.^ lassen 
sich dann nach dem Frühern die zugehörigen Punkte jr,, die 
Spur des durch a gehenden Perpendikels , und pp", die Pro- 
jectionen des Fusspunktes dieses Perpendikels in der Ebene Ay 
leicht bestimmen. 

§. 41. Die im Vorstehenden entwickelten Gesetze der 
Darstellung geometrischer Elemente und Grundgebilde in der 
Centralprojection ergeben dieselben Reciprocitätsbeziehungen, 
welche sich bei der Orthogonalprojection gezeigt haben. Auch 
hier wird die Ebene durch zwei Gerade: Spur und Flucht- 
linie, der Punkt hingegen durch zwei Punkte: seine Projec- 
tionen, dargestellt, während die Gerade, wieder eine doppelte 
Darstellung, durch zwei Gerade: ihre Projectionen, und durch 
zwei Punkte: Spur und Fluchtpunkt, zulässt. Die weitere 
Beciprocität bestimmter Lagenverhältnisse reciproker Raum- 
gebilde gegen das Projectionssystem tritt auch hier auf, und 
zwar ergeben sich das Projectionscentrum und die Projections- 
ebene, der Hauptpunkt und die Gegenebene, die Richtung 
des Hauptstrahls und die unendlich ferne Ebene, sowie end- 
lich der Hauptstrahl und die Stellung der Projectionsebene 
als reciprok gelegene Grundelemente, so dass wieder der Dar- 
stellung jedes geometrischen Elementes, dessen Lage durch 
eines dieser Grundelemente bestimmt ist; die Darstellung eines 
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reciproken entspricht, das durch das rßciprok gelegene Grund- 
element in entsprechender Weise bedingt erscheint. 

Bei der Darstellung solcher reciprok gelegener Elemente in 
der Projectionsebene erscheinen der Hauptpunkt und die un- 
endlich ferne Gerade als reciprok entsprechend. Diese Recipro- 
citätsbeziehungen sind auch im Vorstehenden durch unmittel- 
bare Nebeneinauderstellung des Bezüglichen hervorgehoben. 



Maassbestimmimgen. 

§. 42. Die wahre Grösse einer durch ihre Projectionen 
gegebenen Strecke kann durch Umlegen ihrer central- oder 
orthogonalprojicirenden EbenC; die wahre Grösse eines durch 
die Projectionen oder die Spuren seiner Schenkel gegebenen 
ebenen Winkels durch Umlegen seiner Ebene in die Pro- 
jectionsebene bestimmt werden. Es müssen daher vor Allem 
die Beziehungen zwischen den Projectionen eines ebenen Systems 
und seiner Umlegung in die Projectionsebene erörtert werden. 

Sind (Fig. 73, Taf. Xu) Ä^ und Ä^ die Spur und Flucht- 
linie des Trägers des ebenen Systems, so kann nach §. 37 
aus der einen willkürlich gewählten Projection jedes seiner 
Elemente die zugehörige andere gefunden werden. Die Um- 
legung dieses Systems bildet ein ebenes System in der Pro- 
jectionsebene, das zu den beiden in derselben Ebene befind- 
lichen, durch die Projectionen gebildeten Systemen ebenfalls 
collinear ist. Die Beziehungen zwischen der Umlegung und 
der orthogonalen Projection wurden bereits früher (§. 25) 
untersucht; diese beiden Systeme sind perspectivisch affin, 
und die Spur der Ebene erscheint als Affinitätsaxe, während 
die Richtung der Senkrechten zur Spur Ä^ als unendlich 
fernes Collineationscentrum erscheint. 

Das durch die Centralprojectionen gebildete System ist 
zur Umlegung ebenfalls perspectivisch gelegen. Die Punkte 
der Spur sind ihre eigene Centralprojection und Umlegung; 
daher ist Ä^ auch die CoUineationsaxe dieser beiden Systeme. 
Die Verbindungsgeraden der Centralprojectionen der Punkte 
des ebenen Systems mit ihren Umlegungen in der Projec- 
tionsebene, die Collineationsstrahlen der beiden Systeme, sind 
zugleich die Centralprojectionen der Sehnen der Kreisbögen 
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welche die einzelnen Punkte bei diesem Umlegen beschreiben. 
Da aber diese Sehnen im Baume parallel sind^ so müssen 
sich ihre Centralprojectionen in einem Punkte, dem gemein- 
samen Fluchtpunkte dieser parallelen Geraden, schneiden. 
Die Verbindungsgeraden der entsprechenden Punkte beider 
Systeme schneiden sich daher in einem Punkte, dem CoUi- 
neationscentrum der perspectivischeu Collineätion. Um dieses 
CoUineationscentrum, den Fluchtpunkt der erwähnten Sehnen, 
zu bestimmen, braucht man nur durch das Projectionscen- 
trum eine zu diesen Sehnen parallele Gerade, (den Flucht- 
strahl derselben), zu legen, welche in ihrem Schnittpunkte mit 
der Projectionsebene den gesuchton Fluchtpunkt ergibt. Da 
die durch das Projectionscentrum gehende Fluchtebene der 
gegebenen Ebene Ä, welche die Projectionsebene in der 
Fluchtlinie J-j schneidet, zur gegebenen Ebene parallel ist, 
so müssen auch die Punkte dieser Ebene bei ihrem Umlegen 
in die Projectionsebene Kreisbögen beschreiben, deren Seh- 
nen zu den durch Umlegen der Punkte der Ebene Ä erhal- 
tenen parallel sind. Denkt man sich daher diese Fluchtebene 
sammt dem in ihr liegenden Projectionscentrum in die Pro- 
jectionsebene umgelegt, so' gibt die Verbindungsgerade des 
Projectionscentrums mit seiner Umlegung den Fluchtstrahl der 
parallelei^ Sehnen, und die Umlegung des Projectionscentrums 
selbst ist der gesuchte Fluchtpunkt, das CoUineationscentrum 
der durch die Centralprojection und die Uralegung des Raum- 
systems gebildeten ebenen Systeme. 

Der Hauptpunkt C ist die Orthogonalprojection des Pro- 
jectionscentrums; die gesuchte Umlegung desselben muss 
daher in der vom Hauptpunkt zur Spur A2 der Fluchtebene 
gezogenen Senkrechten liegen, und die Entfernung derselben 
von A2 ergibt sich wieder als die Hypotenuse des Drehungs- 
dreiecks, dessen Katheten die Distanz, die Entfernung des 
Centrums von der Projectionsebene, und das Perpendikel 
C'x vom Hauptpunkte C bis A2 sind. Construirt man dieses 
Dreieck an die eine in der Projectionsebene liegende Kathete 
C'x, so kommt der dritte Eckpunkt desselben C* in den 
Distanzkreis, und die Hypotenuse C*x auf die Senkrechte Cx 
von X aus aufgetragen, gibt in (C) dias mit der Fluchtebene 
umgelegte Projections-, d. i. das gesuchte CoUineationscentrum. 
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Hat man nun dieses Colliueationscentrum bestimmt, so 
ist es leicht, aus den Projectionen eines Punktes der Ebene 
die ümlegung desselben zu bestimmen. Sind da die Pro- 
jectionen eines Punktes der Ebene, so liegt die ümlegung {a) 
mit der orthogonalen Projection a in dem zur Spur A^ senk- 
rechten und mit der Centralprojection d in dem durch (C) 
gehenden CoUineationsstrahle ; in dem Schnittpunkte dieser 
beiden CoUineationsstrahlen ergibt sich daher der umgelegte 
Punkt (a). Sind d und d' die Projectionen einer Geraden 
des Raumsystems, so muss die Umlegung (a) derselben mit 
beiden Projectionen durch denselben Punkt der CoUineations- 
axe A^ gehen, und ist daher durch noch einen zweiten Punkt (m), 
die ümlegung eines Punktes m wl' der gegebenen Geraden, 
bestimmt. Die ümlegung (d) einer Geraden a des Raum- 
systems kann auch aus ihrer Centralprojection d allein be- * 
stimmt werden, wenn man berücksichtigt, dass der unend- 
lich fferne Punkt f der Geraden seine Centralprojection in .^2 , 
seine ümlegung • aber in der unendlich fernen Geraden der 
Projectionsebene hat. Der Collineationstrahl (C)/" muss daher 
nach dem unendlich fernen Punkte der ümlegung (a) gehen, 
d. i. zu derselben parallel sein. Zieht man also durch den Punkt, ' 
in welchem die Centralprojection d die Collineationsaxe A^ 
triflft, die^ Parallele zum Collineationsstmhl {C)f\ so ist diese 
die gesuchte ümlegung der Geraden a. Ebenso erhält man 
die gesuchte ümlegung (m) eines Punktes m der Ebene aus 
seiner Centralprojection m allein, wenn man die ümlegung (a) 
irgend einer durch ihn gelegten Geraden a bestimmt. 

Geht die Ebene A durch das Projectionscentrum, so fällt 
ihre Spur mit der Fluchtlinie zusammen, und die Centralpro- 
jectionen aller ihrer Punkte liegen in der Spur. Ein Punkt a 
(Fig. 74, Taf. XII) in dieser Ebene ist also durch die Cen- 
tralprojection d allein nicht bestimmt, da jeder Punkt des 
Strahls Cd als zugehörige Orthogonalprojection angenommen 
werden kann. Sei d' diese angenommene Orthogonalprojec- 
tion, so erhält man die ümlegung (a) des Punktes d d\ wenn 
man die ümlegung (C) des Projectionscentrums nach dem 
Frühern bestimmt hat, in dem Schnittpunkte des Collineations- 
strahls (C)a und der von d' zur Spur gezogenen Senkrech- 
ten. Die Centralprojection d jeder Geraden a der Ebene 
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fallt mit ÄiÄ2 zusaramen; es muss daher noch die Ortho- 
gonalprojection a' dieser Geraden willkürlich angenommen 
werden, um die Gerade zu bestimmen. Ist a" diese Ortho- 
gonalprojection, so erhält man in dem Schnittpunkte von a" 
mit der vereinigten Spur und Fluchtlinie Ä^Ä2 die Spur «i, 
und in dem Punkte, wo die durch den Hauptpunkt C zu a" 
gezogene Parallele A^A2 triflFt, den Fluchtpunkt «2 ^^^ ^^' 
raden. Die ümlegung («) dieser Geraden geht dann wieder 
durch die Spur «^ der Geraden und ist zum CoUineations- 
strahl ((7)a2 parallel. 

Steht die Ebene zur Projectionsebene senkrecht, so liegen 
die Orthogonalprojectionen aller ihrer Punkte und Geraden 
in der Spur und sind daher nur durch ihre Centralprojec- 
tionen bestimmbar. Bei der Aufsuchung der ümlegung des 
Projectionscentrums wird die eine Kathete Hes Drehungsdrei- 
ecks gleich Null, und die Umlegung (C) kommt daher in den 
Distanzkreis. Die Bestimmung der Umlegung eines Punktes 
und einer Geraden dieser Ebene bleibt aber am Uebrigen dem 
Frühern gleich. — Ist die Ebene zur Projectionsebene paral- 
lel, so gibt schon die Orthogonalprojection ihrer Punkte und 
Geraden ein zum Raumsysteme congruentes ebenes System in 
der Projectionsebene. 

§. 43. Die^ wahre Grösse einer durch ihre Projectionen 
ah\ a"6" (Fig. 75, Taf. XII) gegebenen Strecke kann durch 
Umlegen ihrer central- oder orthogonalprojicirenden Ebene 
bestimmt werden. Spur und Fluchtlinie der centralprojiciren- 
den Ebene der Strecke fallen mit der Centralprojection aV der- 
selben zusammen. Bestimmt man nach dem Frühem das 
CoUineationscentrum (C) für diese durch das Projections- 
centrum gehende Ebene, so erhält man in den Durchschnitts- 
punkten der Collineationsstrahlen {C)a und {C)V mit den 
durch a" und 6" zur Spur gezogenen Perpendikel, die um- 
gelegten Punkte (a) und (6). Die Verbindungsstrecke dieser 
Punkte ist dann die gesuchte wahre Grösse der Raumstrecke. 
Die Spur der orthogonalprojicirenden Ebene ist die ortho- 
gonale Projection a"6" der Strecke, während die Fluchtlinie 
dieser Ebene durch deri Hauptpunkt geht. Die Umlegung 
des Projectionscentrums kommt für eine solche Ebene nach 
C* in den Distanzkreis, und die Schnittpunkte der CoUineations- 
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strahlen C*a und C*h'y mit den Senkrechten von a" und V 
zur Spur dieser Ebene, geben wieder die Uralegungen «* und 
6* der Streckenendpunkte, die mit einander verbunden eben- 
falls die wahre Grösse der Strecke bestimmen. 

Ist eine unbegrenzte Gerade a, als Träger einer Punkt- 
reihe, durch ihre Spur er, und ihren Fluchtpunkt a^ (Fig. 76, 
Taf. XII) gegeben, so erhält man in der Umlegung derselben 
mit einer ihrer projicirenden Ebenen, eine zu den Projectio- 
nen der Eaumreihe projectivische, perspectivisch gelegene 
Punktreihe, in welcher, da sie mit der Reihe, deren Trä- 
ger die Raumgerade ist, congruent wird, alle Strecken in 
wahrer Grösse erscheinen. Die Verbindungslinie von Spur 
und Fluchtpunkt der gegebenen Geraden gibt die Central- 
projection derselben, und zugleich die vereinigte Spur und 
Fluchtlinie der durch sie gehenden centralprojicirenden Ebene. 
Bestimmt man wieder die Umlegung (C) des Projectionscen- 
trums, so erhält man in derselben das Collineationscentrum 
der Centralprojection und der Umlegung der Raumreihe, d. i. 
denjenigen Punki, in welchem sich die Verbin'dungsgeraden 
der entsprechenden Punkte dieser beiden Reihen schneiden. 
Da der unendlich ferne Punkt der Raumreihe seine Central- 
projection in dem Fluchtpunkte a^ der Geraden, seine Um- 
legung aber in der unendlich fernen Geraden der Projections- 
ebene hat, so ist die, durch den beiden Reihen gemeinsamen 
Punkt «,, zum CoUineationsstrahl {C)a.^ gezogene Parallele 
(a) die gesuchte Umlegung der Geraden a. 

Wählt man die orthogonalprojicirende Ebene der gege- 
benen Geraden a zur Umlegung, so ist die Verbindungsgerade 
des Hauptpunktes C mit dem Fluchtpunkt a^ die Fluchtlinie 
derselben. Das umgelegte Projectionscentrum kommt dann, 
wie bekannt, nach C* in den Distanzkreis, in welchem Punkte 
sich jetzt die Verbindungsgeraden der einander entsprechen- 
den Punkte der Centralprojection und Umlegung schneiden 
müssen. Die Parallele durch a, zum CoUineationsstrahl C^ct^ 
gibt iu diesem Falle die Umlegung a* der Geraden a. — Die 
Gerade a kann aber auch mit jeder beliebigen andern Ebene 
des Ebenenbüschels, dessen Axe sie ist, in die Projections- 
ebene umgelegt werden. Die Fluchtlinien aller Ebenen dieses 
Büschels bilden jenen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt der 
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Fluchtpunkt a^ der gegebeneu Geraden ist. Für jede belie- 
bige solche Ebene kann man nun nach dem Frühern die 
ümlegung des ProjectionscentrumS; das CoUineationsceAtrum 
für die Centralprojection und ümlegung der ßaumreihe, und 
aus diesem die ümlegung selbst, bestimmen. Alle diese Colli- 
neationscentren liegen in der Peripherie eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt a^ ist, und dessen Kadius sich am leichtesten aus 
der ümlegung C* des Projectionscentrums für die orthogonal- 
projicirende Ebene der Geraden, welcher Punkt auch in der 
Peripherie dieses Kreises liegen muss, bestimmt. 

Da die Punkte C, (7* und a^ die Eckpunkte eines recht- 
winkligen Dreiecks bilden, so erscheint der Radius des er- 
wähnten Kreises, d. i. des geometrischen Ortes aller dieser 
Collineationscentren , als die Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks, dessen Katheten die Distanz und der Abstand 
des Fhichtpunktes vom Hauptpunkte sind; oder gleich der 
Länge des Fluchtstrahls der gegebenen Geraden zwischen 
Projectionscentrum und Fluchtpunkt. Nimmt man in dem 
umfange dieses Kreises einen Punkt 0, (Fig. 77, Taf. XH) 
willkürlich als CoUineationscentrum an , und bestimmt sich 
die zugehörige ümlegung (a), welche durch a^ parallel zum 
OoUineationsstrahl Cj a^ gelegt ist, so erhält man in derselben 
alle Strecken, deren Centralprojection z.B. aV gegeben ist, 
in wahrer Grösse, wenn man die Schnittpunkte (a) und (6) 
der Collineationsstrahlen C^a und C^V mit der gefundenen 
ümlegung (a) aufsucht. 

Eben so leicht lassen sich jetzt die Aufgaben: auf die 
Gerade a von einem bestimmten Punkte aus die Centralpro- 
jectionen von Strecken von gegebener Länge aufzutragen, 
oder eine durch ihre Centralprojection gegebene Strecke in 
gleiche Theile zu theilen , etc., lösen. Man nennt daher diese 
Collineationscentren auch die Theilungspunkte der gege- 
benen Geraden in Beziehung auf die durch a, gehenden üm- 
legungen derselben, und den Kreis, in dem sie liegen, den 
Theilungskreis der Geraden. 

Die Centralprojection der Reihe im Räume bildet mit 
dieser, und daher auch mit ihrer ümlegung eine projectivische 
Punktreihe in perspectivischer Lage. Die Maassbeziehung 
zwischen einander entsprechenden Strecken beider Reihen ist 
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aber nicht mehr die der einfachen Proportionalität, wie bei der 
orthogonalen Projection. Die beiden durch dieCentralprojection 
und die Umlegung gebildeten Punktreihen schneiden sich in der 
Spur «j der Geraden, die als ein entsprechender Punkt beider 
Reihen erscheint, da sie die Centralprojection und Umlegung des 
in der Projectionsebene liegenden Punktes der Raumreihe ist. 
Von den zwei Punkten beider Reihen, welche je dem unendlich 
fernen Punkte der andern entspricht, ist der eine bereits be- 
kannt. Der Fluchtpunkt a^ ist nämlich die Centralprojection 
f des unendlich fernen Punktes /* der Raumreihe, dessen Um- 
legung ebenfalls im Unendlichen liegt. Zieht man den zur 
Centralprojection d parallelen CoUineationsstrahl C^{g\ so er- 
hält man den Punkt {g) der Umlegung, welcher dem unend- 
lich fernen Punkte der Centralprojection entspricht, d. i. die 
Umlegung des in der Gegenebene befindlichen Punktes der 
Raumreihe. Die Punkte f und (^r), von welchen jeder dem 
unendlich fernen Punkte der andern Reihe entspricht, heissen 
die Gegenpunkte beider Reihen. 

Sind (a) und d irgend zwei einander entsprechende Punkte 
beider Reihen, so ergibt sich aus den ähnlichen Dreiecken 
{g)C^{a) und fC^d die Proportion: 

{g){a):{g)C,=fCr.an 
und daraus die Gleichung: 

{9){a)-a'r = {g)C,.fC,; 
d. h. das Product der Abstände zweier entsprechender Punkte 
beider Reihen, von den Gegenpunkten derselben, ist constaut. 

Dieses constante Product ü^f • C^{g) in das Quadrat einer 
Strecke q verwandelt, und daher mit q^ bezeichnet, heisst die 
projectivische Potenz der beiden Reihen. 

Zwei entsprechende Punktepaare {a) d, (6) V dieser pro- 
jectivischen Reihen geben die Gleichungen: 

/., , g^ rf y g' 

^ ^ ""(^)(a)' * ~ [mv 

von einander subtrahirt erhält man: 

± («r - Vf) = ± [(^)(6) - (5')(«)] 



(<«(«) •(P)(6)' 
oder «'5' = („X6)._^^. 

Da aber die Strecken in der Umlegung den entsprechenden 
Strecken im Räume gleich sind, hat man den Lehrsatz: 
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Die Centralprojection einer Strecke ist gleich dem Pro- 
ducte der Strecke im Räume mit dem Quotienten der projec- 
tivischen Potenz durch das Product der Abstände beider End- 
punkte der Strecke von ihrem Gegenpunkte. 

§. 44. Ist ein ebener Winkel durch die Projectionen 
a,a\ß\ß:' (Fig. 78, Taf. XU) seiner sich in dem Scheitel a 
schneidenden Schenkel gegeben, so kann man leicht die Spu- 
ren ai,/3, und die Fluchtpunkte «2» /^2 <^^^ Schenkel bestimmen. 
Die Verbindungsgeraden dieser Punkte geben die Sp^r und 
Fluchtlinie der Winkelebene. Bestimmt man jetzt die üm- 
legung (a) des Scheitels, mit Hülfe des umgelegten Projec- 
tionscentrums (C), und verbindet die bei dem Umlegen un- 
geändert gebliebenen Spuren a^ und ß^ mit dem umgelegten 
Punkte (a), so erhält man den mit seiner Ebene in die Pro- 
jectionsebene umgelegten, mithin in wahrer Grösse befindlichen 
Winkel. — Die beiden durch das Projectionscentrum gehen- 
den Pluchtstrahlen der Schenkel sind zu diesen selbst parallel, 
schliessen daher einen dem gegebenen gleichen Winkel ein. 

Die Verbindungsgeraden des mit der Fluchtebene um- 
gelegten Projectionscentrums ((7), mit den Spuren «j und /Sj 
der Fluchtstrahlen der Winkelschenke], geben die umgelegten 
Fluchtstrahlen dieser Geraden; und der Winkel, den sie ein- 
schliessen, ist ebenfalls die wahre Grosse des Winkels der 
gegebenen Geraden a und ß. 

§. 45. Um den Neigungswinkel zweier durch ihre Spuren 
Ä^,Bi (Fig. 79, Taf. XII) und ihre Fluchtlinien A^, B^ ge- 
gebener Ebenen zu bestimmen, sucht man zunächst die Schnitt- 
linie a derselben. Der Schnittpunkt a^ der Spuren gibt die 
Spur, der Schnittpunkt <x^ der Fluchtlinien der gegebenen 
Ebenen den Fluchtpunkt dieser Geraden. Die Neigungs- 
winkelebene P muss auf dieser Geraden senkrecht stehen; 
da aber alle auf dieser Geraden senkrechten Ebenen zu ein- 
ander parallel sind, so hab*&n sie eine gemeinsame Fluchtlinie 
Pj, die zunächst bestimmt werden muss. Diese Fluchtlinie 
ist die Spur der durch das Projectionscentrum gehenden Par- 
allelebene (Fluchtebene) zu P, welche Ebene also auf dem 
ebenfalls durch das Projectionscentrum gehenden Fluchtstrahl 
der Geraden a senkrecht steht. Ihre Spur P^ J^^ss daher 
auf der Orthogonalprojection dieses Fluchtstrahls, als welche 
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die Verbindungsgerade des Fluchtpunktes «2 ™i* ^^^ Haupt- 
punkte C erscheint; senkrecht sein. Die durch diesen Flucht- 
strahl gelegte orthogonalprojicirende Ebene ; deren Spur die 
Orthogonalprojection «jC" desselben ist, schneidet die Flucht- 
ebene der Ebene P in einer Geraden, die durch das Projec- 
tionscentrum geht, und auf dem Fluchtstrahle der Geraden a 
senkrecht ist; der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Pro- 
jectionsebene gibt dann einen Punkt der gesuchten Flucht- 
linie P2. Legt man diese durch das Projectionscentrum gehende 
orthogonalprojicirende Ebene in die Projectionsebene um, so 
kommt das Centrum nach C*, wo die Senkrechte von C" zur 
Spur Cftj den Distanzkreis trifft. Die Verbindungslinie des 
umgelegten Centrums C* mit dem Fluchtpunkte u^ der Ge- 
raden a gibt den umgelegten Fluchtstrahl dieser Geraden, 
und die in C* darauf Senkrechte, die umgelegte Schnittlinie 
der Fluchtebene der Ebene P mit der orthogonalprojicirenden 
Ebene des Fluchtstrahls. Der Punkt x, wo diese Gerade die 
Spur C'äj der umgelegten Ebene schneidet, ist der bei der 
Umlegung unverändert gebliebene Schnittpunkt derselben mit 
der Projectionsebene, durch welche die gesuchte Flucht- 
linie P2 gehen muss. Hat man auf diese Weise die Flucht- 
linie Pj der Neigungswinkelebene bestimmt, so kann man 
• die Spur Pj derselben beliebig, parallel zu P^ annehmen; be- 
stimmt man dann die Schnittlinien ß und y der Ebene P mit 
den gegebenen Ebenen Ä und B, welche sich in einem Punkte 
a, dem Scheitel des Neigungswinkels, schneiden und sucht 
nach dem vorhergehenden §. die wahre Grösse des in der 
Ebene P liegenden, von den Geraden ß und y gebildeten 
Winkels, so ist dieser der gesuchte Neigungswinkel. Die 
Fluchtstrahlen der beiden Schenkel ß und y des Neigungs- 
winkels sind zugleich die Schnittlinien der Fluchtebene der 
Neigungswinkelebene mit den Fluchtebenen der beiden ge- 
gegebenen Ebenen Ä und JB; sie schliessen daher den Nei- 
gungswinkel dieser Fluchtebenen ein, der mit dem der gege- 
benen Ebenen gleich sein muss. 

Will man den Neigungswinkel einer Ebene Ä mit der 
Projectionsebene bestimmen, so ist die Neigungswinkelebene 
P (Fig. 80, Taf. XIH) in diesem Falle senkrecht zur Projec- 
tionsebene; ihre Fluchtlinie P2 geht daher durch den Haupt- 
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pankt. Da sie aber gleichzeitig senkrecht auf der Ebene A 
ist; so sind ihre Spur und Fluchtlinie auf A^^ und A^ senk- 
recht. Zieht man daher P, und Pj, Spur und Fluchtlinie 
dieser Ebene^ von denen die letztere bestimmt ist^ die erstere 
beliebig parallel zu P^ gezogen werden kann^ und sucht die 
Schnittlinie ß dieser Ebene mit der gegebenen Ebene J.; so 
schliesst diese Gerade ß mit der Spur Pj den gesuchten Nei- 
gungswinkel ein. Legt man dann die Gerade ß mit der Ebene 
P nach (/3) in die Projectionsebene um, so erhält man die 
wahre Grösse des Neigungswinkels. Die durch das Projec- 
tionscentrum gehende ; zu A parallele Fluchtebene , deren. 
Schnitt mit der Projectionsebene die Fluchtlinie A^ der ge- 
gebenen Ebene ist, schliesst mit der Projectionsebene den- 
selben Neigungswinkel ein. Fällt man daher vom Haupt- 
punkte C" die Senkrechte auf J-j, welche dieselbe in ß^tnS^ 
so ist im rechtwinkligen Dreieck {C)C' ß^y x der Neigungs- 
winkel der Fluchtebene, mithin auch der der Ebene A. Alle 
Ebenen, deren Fluchtlinien einen Ejreis berühren, der den 
Hauptpunkt zum Mittelpunkt hat, haben daher gleiche Nei- 
gung gegen die Projectionsebene; man nennt deshalb solche 
Kreise Neigungskreise, und zwar ist der Neigungswinkel 

X = 45®, je nachdem der Radius des Neigungskreises ^ als die 

Distanz ist. 

§. 46. Soll der Abstand eines durch seine Projectionen 
aa" (Fig. 81, Taf. XIH) gegebenen Punktes a, von einer, 
durch die Spur «j und den Fluchtpunkt ufj gegebenen Ge- 
raden a bestimmt werden; so muss man zunächst die Spur 
und Fluchtlinie der durch den Punkt a und die Gerade a be- 
stimmten Ebene A auffinden, was nach §. 39, 3a, am leich- 
testen mit Hülfe einer durch a gehenden und zu cc parallelen 
Geraden ß, die also mit cc gleichen Fluchtpunkt hat, ge- 
schehen kann. Sind A^ und A2 Spur und 'Fluchtlinie dieser 
Ebene, und bestimmt man sich mit Hülfe des umgelegten 
Projectionscentrums (C) die Umlegungen der in der Ebene 
A befindlichen Geraden a und ß und des Punktes a, so 
gibt die Länge des von (a) zu (a) gezogenen Perpendikels 
{a){b) den gesuchten Abstand. Bestimmt man dann aus der 
ümlegung (b) des Fusspunktes b dieses Perpendikels die Pro- 



Digitized by VjOOQIC 



§. 47. Methoden der darstellenden Geometrie. 147 

jectionen V und 6" dieses Punktes, so erhält man in a'6', a"6" 
die Projectionen der vom Punkte a zu a gezogenen Senk- 
rechten. Der Punkt b ergibt sich auch als der Durchschnitts- 
punkt der Geraden cc mit der durch den Punkt a senkrecht 
zu cc gelegten Ebene P. Die Fluchtlinie P^ (Fig. 82, Taf. XIII) 
dieser Ebene kann nach §. 44 aus dem Fluchtpunkte 0^2 ^^^ 
gegebenen Geraden bestimmt werden, und um die Spur P^ der- 
selben aufzufinden, denkt man sich durch den Punkt a eine 
Gerade ft in dieser Ebene gezogen. Die Centralprojection ft' 
ist eine beliebige durch a gezogene Gerade, und der Schnitt- 
punkt derselben mit der Fluchtlinie Pj der Ebene P gibt 
den Fluchtpunkt fij der Hülfsgeraden fi. Die Orthogonal- 
projection ft" geht durch die gleichnamige Projection a" des 
Punktes a, und ist zur Verbindungsgeraden (I2C' parallel; 
der Schnittpunkt der Central- und Orthogonalprojection, 11 
und fi", dieser Geraden gibt, wie bekannt, die Spur ^j der- 
selben, durch welche die Spur P,, parallel zu P^, gezogen 
werden kann. Die Projectionen 6', 6" des Punktes b findet 
man jetzt als die Projectionen des Durchschnittspunktes der 
Geraden a mit der Ebene P auf bekannte Weise, und die 
wahre Grösse (a)(6) der durch ihre Projectionen bestimmten 
Strecke ab, welche man durch Umlegung der Ebene P er- 
hält, ist der gesuchte Abstand. 

§. 47. Um den Neigungswinkel einer Geraden cc mit 
einer durch ihre Spur Ä^ und ihre Fluchtlinie A2 (Fig. 83, 
Taf. XIII) gegebenen Ebene Ä zu finden, muss man durch 
die gegebene Gerade a eine zur Ebene Ä senkrechte Ebene 
B legen. Alle zur Ebene Ä senkrechten Ebenen gehen aber 
durch die Richtung der Perpendikel auf diese Ebene ; bestimmt 
man daher nach §. 40 den Fluchtpunkt tTj der Perpendikel 
zur Ebene J., so gibt die Verbindungsgerade des Flucht- 
punktes «2 ^6^ gegebenen Geraden cc mit tc^, die Fluchtlinie 
Pj der durch a senkrecht zu Ä gelegten Ebene P; die Spur 
P] dieser Ebene ist zu B2 parallel und muss durch cc^ gehen. 
Die Schnittlinie ß der Ebenen Ä und B ist nun die Ortho- 
gonalprojection der Geraden a auf die Ebene Ä, und schliesst 
daher mit a den gesuchten Neigungswinkel ein. Legt man 
also die Ebene B sammt den in ihr enthaltenen Geraden a 
und ß in die Projectionsebene um, so erhält man den ge- 
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suchten Neigungswinkel x. Der Winkel y, den die Gerade 
a, oder irgend eine zu ihr Parallele mit einem Perpendikel 
zur Ebene Ä einschliesst, ist zum Neigungswinkel complemen- 
tär. Legt man daher die Ebene der beiden durch das Pro- 
jectionscentrum gehenden Pluchtstrahlen, der gegebenen Ge- 
raden cc und der Perpendikel zur Ebene Ä, deren Spur die 
Verbindungsgerade der beiden Fluchtpunkte cc^ und jTj ist, 
in die Projectionsebene um, wobei die ümlegung des Centrums 
nach (G) kömmt; so schliessen die umgelegten Fluchtstrahlen 
((7) «2 und (C)7t2 diesen complementären Winkel y ein. Er- 
richtet man dann im Scheitel (G) dieses Winkels die Senk- 
rechte auf den einen Schenkel {(Tj^t^, so bildet diese mit dem 
andern Schenkel (C)a2 den Neigungswinkel x. 

Der Neigungswinkel einer Geraden a (Fig. 84, Taf. XIII) 
mit der Projectionsebene kann erhalten werden, wenn man 
die Gerade mit ihrer orthogonalprojicirenden Ebene in die 
Projectionsebene umlegt; ihre ümlegung (a) schliesst dann 
mit der Orthogonalprojection a" den gesuchten Neigungswinkel 
X ein. Legt man statt der Geraden a selbst, den zu ihr 
parallelen, durch das Projectionscentrum gehenden Flucht- 
strahl in die Projectionsebene um, so kommt das Projections- 
centrum nach (C) in den Distanzkreis, und {G)^^ ist der 
umgelegte Fluchtstrahl, der mit seiner Orthogonalprojection 
Ca2 ^6^ Neigungswinkel a? einschliesst. Man hat daher wieder: 
Alle Geraden, deren Fluchtpunkte in der Peripherie eines 
Neigungskreises liegen, sind gegen die Projectionsebene gleich 

geneigt, und zwar ist ihr Neigungswinkel = 45®, je nachdem 
der Radius des Neigungskreises ^ als die Distanz ist. 

§. 48. Der Abstand eines Punktes a von einer Ebene 
A wird erhalten, wenn man durch den Punkt a eine zur 
Ebene senkrechte Gerade legt, und den Durchschnittspunkt 
derselben mit der Ebene bestimmt. 

Sind (Fig. 85, Taf. XIII) A^A^ die Spur und Fluchtlinie 
der gegebenen Ebene, so findet man nach bekannter Construc- 
tion in n^ ^®^ Fluchtpunkt und, durch die entsprechenden 
Projectionen des Punktes a gehend, in nn'' die Projectionen 
des zu ziehenden Perpendikels, von denen die letztere auf 
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der Spur Ä^ der Ebene senkrecht steht. Bestimmt man nun 
die Projectionen flTef ' des Durchschnittspunktes dieses Perpen- 
dikels mit der Ebene Ä, so hat man in a'ef, a'd" die Pro- 
jectionen^ und wenn man diese Strecke etwa mit ihrer ortho- 
gonalprojicirenden Ebene in die Projectionsebene umlegt ^ in 
dieser Umlegung {a){d) die wahre Grösse des gesuchten Ab- 
standes. — Auf gleiche Weise findet man den Abstand zweier 
Parallelebenen; wenn man ein Perpendikel auf beide zieht, 
und die wahre Grösse der Strecke zwischen den Durchschnitts- 
punkten dieses Perpendikels mit beiden gegebenen Ebenen 
bestimmt. 

§. 49. Zwei durch ihre Spuren a^ß^ und ihre Flucht- 
punkte «2/^2 gegebene Gerade a und ß liegen nicht in einer 
Ebene, wenn die Yerbindungsliniei;! ihrer Fluchtpunkte und 
Spuren nicht parallel sind; sucht man Central- und Oriho- 
gonalprojectionen dieser Geraden, so werden auch die Schnitt- 
punkte derselben nicht als Projectionen desselben Raum- 
punktes erscheinen. 

Die Verbindungsgerade der Fluchtpunkte der beiden Ge- 
raden ist die gemeinsame Fluchtlinie des durch diese Geraden 
bestimmten Parallelebenenpaaies Ä und B^ und die durch 
«1 und ß^ zu ihr gezogenen Parallelen geben die Spuren J., 
xmd Bi der beiden Ebenen dieses Paares. Um den Abstand 
der gegebenen Geraden a und ß zu bestimmen, nimmt man 
in einer derselben, z. B. a (Fig. 86, Taf. XIII), den Punkt 
da'' an und zieht durch denselben das Perpendikel tc zur 
Ebene B. Sind jr'iTr" die Projectionen und yt^7t2 Spur und 
Fluchtpunkt desselben, die auf gleiche Weise wie in der 
Yorigen Aufgabe erhalten werden, so bestimmt man dann in 
6' 6" die Projectionen des Durchschnittspunkte dieses Perpen- 
dikels mit der Ebene B. Zieht man hieVauf noch durch Vb' 
die Parallele y zur Geraden a (Orthogonalprojection y" par" 
allel zu a", Centralprojection / durch den gemeinsamen 
Fluchtpunkt a^), welche die gegebene Gerade ß in dem 
Punkte ctd' schneidet, und zieht durch diesen Punkt eine 
Parallele d'd" zum Perpendikel jr, so schneidet diese Gerade 
die gegebene Gerade in dem Punkte ff\ Die wahre Grösse 
der durch ihre Projectionen tf/", ct'f bestimmten Strecke df 
ist dann der gesuchte Abstand der beiden sich kreuzenden 
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Geraden a und /3. Handelt es sich blos um die Bestimmung 
der Grosse dieses Abstandes, so ist es hinreichend ^ wenn 
man nach der vorigen Aufgabe den Abstand der beiden Par- 
allelebenen A und jß bestimmt. 



Sind «iß,' (Fig. 87a, Taf. 
XIII) die Spuren und «j/Jj ^^® 
Fluchtpunkte zweier sich kreu- 
zender Geraden, und da die 
Projectionen eines in keiner 
dieser Geraden liegenden Punk- 
tes, und soll die Gerade y ge- 
sucht werden, welche durch 
den Punkt a geht und beide 
gegebenen Geraden schneidet, 
so bestimmt man zunächst nach 
§. 39, 3 a, mit Hülfe der zwei 
durch a gehenden und zu a 
und /3 parallelen Geraden 8 
und 6 die Spuren -4jJBi und 
die Fluchtlinien A^B^ der Ebe- 
nen A und JB, welche den 
Punkt a mit den gegebenen 
Geraden a und /3 verbinden. 
Die Schnittlinie y dieser bei- 
den £benen ist die gesuchte 
Gerade, welche, wenn man ihre 
Projectionen y y" aufsucht, mit 
den Projectionen a'a'', /3'/3" 
der gegebenen Geraden die Pro- 
jectionen 6' 6", (fd" der Schnitt- 
punkte & und tJ ergeben muss. 



Sind a/J' (Fig. 87 b, Taf. 
XIII) die Central- und a"/3" die 
Orthogonalprojectionen zweier 
sich kreuzender Geraden, A^A^ 
Spur und Fluchtlinie einer durch 
keine dieser Geraden gehenden 
Ebene, und soll die Gerade y 
gesucht werden, welche in der 
Ebene A liegt und beide ge- 
gebenen Geraden schneidet, so 
bestimmt man zunächst nach 
§. 39, 3b, mit Hülfe der zwei 
in A liegenden und mit a und 
/J in derselbe^ orthogonalpro- 
jicirenden Ebene befindlichen 
Geraden d und « die Projec- 
tionen da, W der Punkte 
a und &, in welchen die Ebene 
A von den gegebenen Geraden 
a und ß geschnitten wird. Die 
Verbindungslinie y dieser bei- 
den Punkte ist die gesuchte 
Gerade, welche, wenn man 
Spur y^ und Fluchtpunkt y^ 
derselben aufsucht, mit den 
Spuren a^ß^ und Fluchtpunk- 
ten «2 ßi ^^^ gegebenen Gera- 
den die Spuren B^D^ und Flucht- 
linien B^B^ der Verbindungs- 
ebenen B und B ergeben muss. 
Das zwei sich kreuzende Gerade schneidende Perpen- 
dikel kann nach dem Vorhergehenden auch als die Schnitt- 
linie derjenigen Ebenen gefunden werden, welche jede der 
gegebenen Geraden mit der Richtung der Perpendikel auf 
dem durch die Geraden bestimmten Parallelebenenpaare ver- 
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binden. Sind also wieder a^ ß^ (Fig. 88, Taf. XIII) die 
Spuren und «2/^2 ^^® Fluchtpunkte zweier sich kreuzender 
Geraden, ferner jTj der Fluchtpunkt der Perpendikel zu den 
nach dem Frühern bestimmten Ebenen Jf, N des Parallel- 
ebenenpaares, so ist 7t ^ zugleich die Centralprojection /" 
des unendlich fernen Punktes, durch welchen das gesuchte 
Perpendikel auf beiden gegebenen Geraden gehen muss; die 
Orthogonalprojection /"' dieses Punktes ist die Richtung der 
Verbindungsgeraden Cf. Die Fluchtlinien Ä2B2 der Ver- 
bindungsebenen Ä und B des unendlich fernen Punktes f 
mit den gegebenen Geraden a und ß ergeben sich als die 
Verbindungslinien der Centralprojection /^(itTj) dieses Punk- 
tes mit den Fluchtpunkten «2 ^^^ ß2 ^®^ gegebenen Ge- 
raden; die Spuren Ä^ B^ dieser Geraden 'gehen durch «^ 
und /3,. Die Schnittlinie y der Ebenen Ä und B ist dann 
das gesuchte Perpendikel, und bestimmt man die Projectionen 
VV und cCä' der Schnittpunkte 6 und d der Geraden y mit 
den gegebenen Geraden a und /3, so erhält man in &'(?, V'cC' 
die Projectionen des Abstandes der gegebenen, sich kreuzen- 
den Geraden, aus welchen man die wahre Grösse desselben 
leicht bestimmen kann. 
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Berichtigungen. 



Seite 27 Zeile 17 von unten rechts und links statt „Vertical" zu setzen „Kreuzriss". 
„ 60 Zeile 18 von oben, rechts, zwischen den Wörtern legt, zu „und" einzuschalten. 
„ 57 ist in der Seitenüberschrift „§, 17" wegzulassen. 
V 80 ist in der Seitenüberschrift statt §. 21 „§. 22" zu setzen. 
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